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Chuyên đề                                
BẤT ĐẲNG THỨC &  

CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
                                                                                                                                               Huỳnh Chí Hào  
                                                                                                              THPT Chuyên Nguyễn Quang Diêu 
 
I. BẤT ĐẲNG THỨC 
 
1.  Khái niệm bất đẳng thức 

1.1  Số thực dương, số thực âm  
• Nếu a   là số thực dương, ta ký hiệu 0a >   
• Nếu a   là số thực âm, ta ký hiệu 0a <   
• Nếu a   là số thực dương hoặc 0a = , ta nói a   là số thực không âm, ký hiệu 0a ≥  
• Nếu a   là số thực âm hoặc 0a = , ta nói a   là số thực không dương, ký hiệu 0a ≤  
Chú ý:  

• Với hai số thực ,a b  chỉ có một trong ba khả năng sau xảy ra:  
                                  a b>  hoặc a b<  hoặc a b=   
• Phủ định của mệnh đề "a > 0" là mệnh đề " 0≤a " 
• Phủ định của mệnh đề "a < 0" là mệnh đề " 0≥a " 
 

                  Tính chất quan trọng 
                         i)  2: 0x x∀ ∈ ≥¡                  (đẳng thức xảy ra khi 0x = ) 
                         ii)  2 0,   ,  kx k x≥ ∈ ∈¥ ¡      (đẳng thức xảy ra khi 0x = ) 
                         iii) 2 2 2

1 2 ... 0,   ,  k k k
n ix x x k x+ + + ≥ ∈ ∈¥ ¡  (đẳng thức xảy ra khi 1 2 ... 0nx x x= = = = ) 

 
1.2 Định nghĩa 1 

                  Số thực a gọi là lớn hơn số thực b, ký hiệu a > b nếu a b−  là một số dương, tức là 0a b− > .  
                  Khi đó ta cũng ký hiệu b < a 
                                    Ta có:                                   0a b a b> ⇔ − >  

• Nếu a b>  hoặc a b= , ta viết ba ≥ . Ta có: 
          0 a b a b≥ ⇔ − ≥  
 

1.3  Định nghĩa 2 
Giả sử A, B là hai biểu thức (bằng số hoặc chứa biến) 
Mệnh đề :   " A lớn hơn B ", ký hiệu  A B>   

               " A nhỏ hơn B ", ký hiệu  A B<  
                 " A lớn hơn hay bằng B " ký hiệu A B≥   
                 " A nhỏ hơn hay bằng B " ký hiệu A B≤   

được gọi là một bất đẳng thức 
 
Quy ước :  

• Khi nói về một bất đẳng thức mà không chỉ rõ gì hơn thì ta hiểu rằng đó là một bất 
đẳng thức đúng. 

• Chứng minh một bất đẳng thức là chứng minh bất đẳng thức đó đúng  
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1.4  Các tính chất cơ bản của bất đẳng thức 

1.4.1  Tính chất 1.       
a b

a c
b c

>
⇒ > >

                         (Bắc cầu) 

1.4.2  Tính chất 2.       a b a c b c> ⇔ + > +                (Cộng hai vế với cùng một số) 
  Hệ quả 1.         a b a c b c> ⇔ − > −                 (Trừ hai vế với cùng một số) 
  Hệ quả 2.         a c b a b c+ > ⇔ > −                 (Chuyển vế)  

1.4.3  Tính chất 3.       
a b

a c b d
c d

>
⇒ + > + >

              (Cộng hai vế hai bđt cùng chiều) 

1.4.4  Tính chất 4.   
  neáu  c > 0
  neáu  c < 0

ac bc
a b

ac bc
>

> ⇔ 
<

      (Nhân hai vế với cùng một số) 

 Hệ quả 3.    a b a b> ⇔ − < −                           (Đổi dấu hai vế) 

 Hệ quả 4.         
  neáu  c > 0

  neáu  c < 0

a b
c ca b
a b
c c

 >> ⇔ 
 <


  (Chia hai vế với cùng một số) 

1.4.5  Tính chất 5.          
0
0

a b
ac bd

c d
> >

⇒ > > >
           (Nhân hai vế hai bđt cùng chiều) 

1.4.6  Tính chất 6.           1 10 0a b
a b

> > ⇔ < <          (Nghịch đảo hai vế) 

1.4.7  Tính chất 7.           nn baNnba >⇒∈>> *,0        (Nâng lũy thừa bậc n)    
1.4.8  Tính chất 8.          n baNnba >⇒∈>> n   *,0     (Khai căn bậc n) 

    Hệ quả 5.  Nếu a và b là hai số dương thì : 
          22 baba >⇔>                               (Bình phương hai vế) 
                                       Nếu a và b là hai số không âm thì : 
          22 baba ≥⇔≥                               (Bình phương hai vế)  
 
2.  Bất đẳng thức liên quan đến giá trị tuyệt đối  
 

2.1  Định nghĩa. 
     neáu  x  0

    ( x )
   neáu  x < 0

≥
= ∈

−

x
x R

x
 

2.2  Tính chất.  2 20  ,   x  ,  x x   ,  -x xx x≥ = ≤ ≤  
     Với mọi Rba ∈,  ta có : 

• a b a b+ ≤ +  

• a b a b− ≤ +  

• . 0a b a b a b+ = + ⇔ ≥  

• . 0a b a b a b− = + ⇔ ≤  
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3. Bất đẳng thức trong tam giác 
 

Nếu a, b, c là ba cạnh của một tam giác thì : 
• a > 0, b > 0, c > 0 
• b c a b c− < < +  

• c a b c a− < < +  

• a b c a b− < < +  
• a b c A B C> > ⇔ > >  
 

4. Bất đẳng thức vectơ 
 
            Với mọi vectơ ,a b

r r
 ta có:  

• a b a b+ ≤ +
r r r r

  

• . .a b a b≤
r r r r

                           

 
5.   Các bất đẳng thức cơ bản 
 

5.1. Bất đẳng thức Cauchy (Cô-si) hay AM - GM 
• Với hai số a, b không âm ( )a, b 0≥  ta luôn có:  
 

                                    a b ab
2
+

≥   hay  a b 2 ab+ ≥   hay  
2

2
a bab

 +
≤  

 
  

 
                   Dấu "=" xảy ra khi a b=  

• Với ba số a, b, c không âm ( )a, b,c 0≥  ta luôn có:  
 

                                   3a b c abc
3

+ +
≥  hay 3a b c 3 abc+ + ≥  hay  

3

3
a b cabc

 + +
≤  

 
 

 
                   Dấu "=" xảy ra khi a b c= =  
 

Tổng quát 
Cho n số không âm 1 2, ,..., na a a  ta có : 
 

                                  1 2
1 2

... . ...n n
n

a a a
a a a

n
+ + +

≥    hay   1 2 1 2... . . ...n
n na a a n a a a+ + + ≥  

 
Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 1 2 ... na a a= = =  
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5.2. Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz  
 
        •  Đối với hai cặp số thực 

Cho hai cặp số thực  ( , )
( , )
a b
x y





, ta có : 

 
                                                          2 2 2 2 2( ) ( )( )ax by a b x y+ ≤ + +  
 
             Dấu "=" xảy  ra khi và chỉ khi ax by=  
 

        •  Đối với hai bộ ba số thực 

Cho hai bộ ba số thực 1 2 3

1 2 3

( , , )
( , , )
a a a

b b b





,  ta có : 

 
                                                          2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3( ) ( )( )a b a b a b a a a b b b+ + ≤ + + + +  
 

 Dấu "=" xảy  ra khi và chỉ khi 31 2

1 2 3

aa a
b b b

= =  với quy ước rằng nếu mẫu bằng 0 thì tử 

cũng bằng 0. 
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Tổng quát  
 

Cho hai bộ n số thực 1 2

1 2

( , ,...,a )
( , ,..., b )

n

n

a a

b b





 , ta có : 

 

                                2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ... ) ( ... )( ... )n n n na b a b a b a a a b b b+ + + ≤ + + + + + +  

 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 1 2

1 2

... n

n

aa a
b b b

= = =  với quy ước rằng nếu mẫu bằng 0 thì tử 

cũng bằng 0. 
 
 
 
Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz dạng phân thức 
 
Cho hai bộ n số thực 1 2( , ,... )na a a  và 1 2( , ,..., )nb b b  với 1 2, ,..., 0nb b b >  ta có : 
 

                                                  
( )2

22 2
1 21 2

1 2 1 2

...
...

...
nn

n n

a a aaa a
b b b b b b

+ + +
+ + + ≥

+ + +
 

 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 1 2

1 2

... n

n

aa a
b b b

= = =  

 
 
Dạng thường sử dụng:  
 

•  Với , 0x y >  và ,a b∈¡  ta có:  
( )2

2 2 a ba b
x y x y

+
+ ≥

+
 

 

•  Với , , 0x y z >  và , ,a b c∈ ¡  ta có:  
( )2

2 2 2 a b ca b c
x y z x y z

+ +
+ + ≥

+ +
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5.3  Một số bất đẳng thức cơ bản thường sử dụng khác  
 

TT Điều kiện của biến Bất đẳng thức phụ Điều kiện xảy ra 
đẳng thức 
(Điểm rơi) 

1  
,a b∈¡   

2 2

2
a b

ab
+

≤  
a b=   

2  
,a b∈¡  

2

2
a bab

 +
≤  

 
 

a b=  

3 ,a b∈¡  ( ) ( )+ ≤ +
2 2 22a b a b  a b=  

4 , ,a b c∈ ¡  2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +  a b=  
5 , ,a b c∈ ¡  ( ) ( )22 2 23 a b c a b c+ + ≥ + +  a b c= =   

6 , ,a b c∈ ¡  ( ) ( )2
3a b c ab bc ca+ + ≥ + +  a b c= =  

7 ,a b∈¡  và 1ab ≥   
2 2

1 1 2
1 1 1a b ab

+ ³
+ + +

 
a b=  hoặc 

1ab =   

8 , 0a b >  
( ) 1 1 4a b

a b
 

+ + ≥ 
 

 

1 1 4
a b a b

+ ≥
+

 

a b=  

9 , , 0a b c >   
 ( ) 1 1 1 9a b c

a b c
 

+ + + + ≥ 
 

 

1 1 1 9
a b c a b c

+ + ≥
+ +

 

a b c= =  

10 , 0a b >   
( )2

2 2

1 1 8a b
a b

 
+ + ≥ 

 
  

( )22 2

1 1 8
a b a b
+ ³

+
 

a b=  

11 
1 2 1 2, , ,a a b b ∈¡   ( ) ( )2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2a a b b a b a b+ + + ≥ + + +   

(Bđt Minkowski) 

 

 
Chú ý: Các bất đẳng thức từ 7 đến 11 khi sử dụng phải chứng minh. 
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6.  Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
     Định nghĩa : Giả sử hàm số ( )y f x=  (biểu thức một biến) xác định trên tập hợp D. 

• Số M được gọi là GTLN của hàm số ( )y f x=  trên tập D nếu các điều sau được thỏa mãn 
 

                                                        ( )
( )0 0

i)  f x M  x D
ii) x D : f x M

 ≤ ∀ ∈
 ∃ ∈ =

 

 
      Ký hiệu: ( )

x D
M Max f x

∈
=           (x0 còn được gọi là điểm rơi) 

• Số m được gọi là GTNN của hàm số ( )y f x=  trên tập D nếu các điều sau được thỏa mãn 
 

                                                        ( )
( )0 0

i)  f x m  x D
ii) x D : f x m

 ≥ ∀ ∈
 ∃ ∈ =

 

 
      Ký hiệu: ( )

x D
m min f x

∈
=            (x0 còn được gọi là điểm rơi) 

 
• Đối với GTLN và GTNN đối với biểu thức nhiều biến ( ; )f x y  hay ( ; ; )f x y z  cũng có định nghĩa 

tương tự. 
 
II. CÁC PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
Ta thường sử dụng các phương pháp sau  
1. Phương pháp 1: Phương pháp biến đổi tương đương  
Biến đổi tương đương bất đẳng thức cần chứng minh đến một bất đẳng thức đã biết rằng đúng . 
Cụ thể khi thực hành 
Để chứng minh bất đẳng thức 1 1A B≥  bằng phương pháp biến đổi tương đương ta thường thực hiện theo 
sơ đồ như sau: 
 
                                                       1 1 2 2 ... n nA B A B A B≥ ⇔ ≥ ⇔ ⇔ ≥   
 
Trong đó bất đẳng thức n nA B≥  là bất đẳng thức đúng đã biết. 
Vậy bất đẳng thức 1 1A B≥  được chứng minh. 
Chú ý 
i) Chỉ sử dụng các tính chất cho ta các phép biến đổi tương đương giữa các bất đẳng thức. 
ii) Khi thay một biểu thức trong bất đẳng thức bởi một biểu thức khác bằng với nó ta cũng được một bất 
đẳng thức tương đương. 
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Ví dụ 1.  Chứng minh các bất đẳng thức trong bảng sau 
 

TT Điều kiện của biến Bất đẳng thức phụ  Điều kiện xảy ra 
đẳng thức 
(Điểm rơi) 

1  
,a b∈¡   

2 2

2
a b

ab
+

≤  
a b=   

2  
,a b∈¡  

2

2
a bab

 +
≤  

 
 

a b=  

3 ,a b∈¡  ( ) ( )+ ≤ +
2 2 22a b a b  a b=  

4 , ,a b c∈ ¡  2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +  a b=  
5 , ,a b c∈ ¡  ( ) ( )22 2 23 a b c a b c+ + ≥ + +  a b c= =   

6 , ,a b c∈ ¡  ( ) ( )2
3a b c ab bc ca+ + ≥ + +  a b c= =  

7 ,a b∈¡  và 1ab ≥   
2 2

1 1 2
1 1 1a b ab

+ ³
+ + +

 
a b=  hoặc 1ab =   

 
Hướng dẫn giải 
a) Các bất đẳng thức từ 1 đến 3 biến đổi về bất đẳng thức tương đương ( )2

0a b− ≥   

b) Các bất đẳng thức từ 4 đến 6 biến đổi về bất đẳng thức tương đương ( ) ( ) ( )2 2 2
0a b b c c a− + − + − ≥   

c) Bất đẳng thức 7 biến đổi về bất đẳng thức tương đương ( ) ( )2
1 0a b ab− − ≥   

 
Ví dụ 2.  Chứng minh các bất đẳng thức sau 

             1)  ( )3 2 14 4 1
16

x x x− ≥ − , ( )0;1x∀ ∈  . Đẳng thức xảy ra khi nào ?  

               2)   ( )2

1 3
325 3

x
x

x
≤ +

+
 ,  0;4x  ∀ ∈    . Đẳng thức xảy ra khi nào ? 

 
Minh họa hình học 
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2. Phương pháp 2:  Phương pháp tổng hợp (hay phương pháp biến đổi hệ quả) 
Xuất phát từ các bất đẳng thức đúng đã biết dùng suy luận toán học để suy ra điều phải chứng minh. 
Cụ thể khi thực hành 
Để chứng minh bất đẳng thức A B≥  bằng phương pháp biến đổi tương đương ta thường thực hiện theo sơ 
đồ như sau: 
 
                                                       ...X Y A B≥ ⇒ ⇒ ≥   
 
Trong đó bất đẳng thức X Y≥  là bất đẳng thức đúng đã biết. 
Vậy bất đẳng thức A B≥  được chứng minh. 
 
Chú ý 1: Trong thực tế giải toán ta thường phải phối hợp nhiều mệnh đề đúng (có thể là đẳng thức, bất 
đẳng thức) để suy ra điều phải chứng minh theo sơ đồ sau: 
 
SƠ ĐỒ 1: Tạo ra một dãy các bất đẳng thức trung gian 
 
                                                             1 2 ... nA A A A B≥ ≥ ≥ ≥ ≥   
 
SƠ ĐỒ 2: Tạo ra  các bất đẳng thức bộ phận 
 

                                                              

1 1

2 2

............

n n

X Y

X Y
A B

X Y

≥


≥  ⇒ ≥

≥ 

   

 
Chú ý 2: 
i) Đây là phương pháp thường được sử dụng. 
ii) Khi sử dụng cần phối hợp các tính chất của bất đẳng thức. 
iii) Có thể sử dụng nhiều bất đẳng thức đúng để suy ra bất đẳng thức cần chứng minh. Đối với các bất 
đẳng thức đúng mà ta sử dụng nếu không có trong chương trình  SGK thì nên chứng minh lại. 
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Ví dụ 2.  Chứng minh các bất đẳng thức trong bảng sau 
 
 

TT Điều kiện của biến Bất đẳng thức phụ Điều kiện xảy ra 
đẳng thức 
(Điểm rơi) 

8 , 0a b >  
( ) 1 1 4a b

a b
 

+ + ≥ 
 

 

1 1 4
a b a b

+ ≥
+

 

a b=  

9 , , 0a b c >   
 ( ) 1 1 1 9a b c

a b c
 

+ + + + ≥ 
 

 hay 1 1 1 9
a b c a b c

+ + ≥
+ +

 
a b c= =  

10 , 0a b >   
( )2

2 2

1 1 8a b
a b

 
+ + ≥ 

 
  hay  

( )22 2

1 1 8
a b a b
+ ³

+
 

a b=  

11 
1 2 1 2, , ,a a b b ∈¡   ( ) ( )2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2a a b b a b a b+ + + ≥ + + +   

(Bđt Minkowski) 

 

 
 
Hướng dẫn giải 
a) Các bất đẳng thức từ 8 đến 10  được chứng minh bằng Cauchy, kết hợp với tính chất bất đẳng thức. 
b) Bất đẳng thức  11 chứng minh bằng bất đẳng thức vectơ, kết hợp với tọa độ. 
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III. CÁC BÀI TẬP NÂNG CAO 
Bài 1. Cho ba số thực , ,a b c  thuộc đoạn 1;2 −   và thỏa mãn điều kiện 0a b c+ + =  

           Chứng minh rằng: 2 2 2 6a b c+ + ≤ . 
 
Lời giải. 
Do 1;2a  ∈ −   (Đ) 1 2a⇒ − ≤ ≤  ( 1)( 2) 0a a⇒ + − ≤  2 2 0a a⇒ − − ≤  (Đ)          (1) 

Lập luận tương tự, ta có: 2 2 0b b− − ≤     (2)           (Đ)           
                                        2 2 0c c− − ≤      (3)           (Đ)           
Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có: 2 2 2 ( ) 6 0a b c a b c+ + − + + − ≤          (Đ)           
Vì 0a b c+ + =  (Đ) , nên từ (4) suy ra: 2 2 2 6a b c+ + ≤  (đpcm). 
 
Bài 2. Cho các số thực không âm , ,x y z  thỏa mãn điều kiện 2 2 2 3x y z+ + = , đặt t x y z= + +   

           Chứng minh rằng: 3 3t≤ ≤ . 
 
Lời giải. 
Ta có: ( )2 2 2 2 2( )x y z x y z xy yz zx+ + = + + + + +                                                      (Đ)            

      
2 2 2 2 2( ) ( ) 3

2 2
x y z x y z t

xy yx zx
+ + − + + −

⇒ + + = =    (vì    2 2 2 3x y z+ + = )    (Đ)           

Do  2 2 20 3xy yz zx x y z≤ + + ≤ + + =  (Đ)  
2 30 3
2

t −
⇒ ≤ ≤     (Đ)           

                                                                     23 9t⇒ ≤ ≤           (Đ)           
                                                                     3 3t⇒ ≤ ≤   (đpcm) 
 
Bài 3. Cho các số thực , , 1,3a b c  ∈   và thỏa mãn điều kiện 6a b c+ + = , đặt t ab bc ca= + +  
           Chứng minh rằng: 11 12t≤ ≤ . Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Lời giải. 

i) Do 2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab bc ca+ + = + + + + +   

                           2 2 21 ( ) ( ) ( ) 3( ) 3( )
2

a b b c c a ab bc ca ab bc ca = − + − + − + + + ≥ + +    

                                                                                                                    3 36 12t t⇒ ≤ ⇒ ≤        (1) 
             Dấu “=” ở (1) xảy ra khi 2a b c= = =                                                                                                                   

ii) Vì , , 1,3a b c  ∈    nên (3 )(3 )(3 ) 0a b c− − − ≥   
                                  3( ) 9( ) 27 27ab bc ca abc a b c abc⇒ + + ≥ + + + − = +                            (2)  
    Do , , 1,3a b c  ∈    nên ( 1)( 1)( 1) 0a b c− − − ≥   
                                   ( ) 1 5abc ab bc ca a b c ab ba ca⇒ ≥ + + − + + + = + + −                         (3) 

            Từ (2) và (3) suy ra:  3( ) 22ab bc ca ab bc ca+ + ≥ + + +  3 22t t⇒ ≥ +  11t⇒ ≥                (4) 
             Dấu “=” ở (4) xảy ra khi 1, 2, 3a b c= = = .                                                                                                                  
             Do đó: 11 12t≤ ≤ . (đpcm) 
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Bài 4. Cho các số dương , , 0a b c >  thỏa mãn 2 2 2 3a b c+ + = . Chứng minh rằng 

                                                                1 1 1 3
1 1 1 2

P
ab bc ca

= + + ≥
+ + +

.  

           Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Đánh giá biểu thức bằng các bất đẳng thức phụ 
 
Lời giải 
+ Áp dụng các bất đẳng thức phụ sau: 
 

                                                 1 1 1 9
x y z x y z

+ + ≥
+ +

            ( , , 0x y z > ) 

                                                 2 2 2x y z xy yz zx+ + ≥ + +   
   Ta có: 

                           
2 2 2

1 1 1 9 9 3
1 1 1 3 23

P
ab bc ca ab bc ca a b c

= + + ≥ ≥ =
+ + + + + + + + +

.   (đpcm) 

 
+ Đẳng thức xảy ra ⇔  1a b c= = =   
 
Bài 5. Cho các số dương , , 0a b c >  thỏa mãn 3a b c+ + = . Chứng minh rằng 

                                                         
2 3 2 3 2 3 3

2
ab c bc a ca bP
b c c a a b

= + + ≤
+ + +

.  

           Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Sử dụng các bất đẳng thức cơ bản để đánh giá mẫu. 
 
Lời giải 
+ Áp dụng các bất đẳng thức phụ sau:                                                           
                                                                  2 2 2xy yz zx x y z+ + ≤ + +            (1) 

                                                                  ( )21
3

xy yz zx x y z+ + ≤ + +         (2) 

 
+ Đánh giá các mẫu số của các số hạng của P  bằng Cauchy, ta có: 
    

           
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 2 2
ab c bc a ca b ab c bc a ca bP
b c c a a b bc ca ab

= + + ≤ + +
+ + +

   (sử dụng Cauchy đánh giá mẫu) 

                                                                  ( )2 2 21 . . .
2

ab c bc a ca b= + +   
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                                                                  ( )1 . . .
2

ac bc ab ac ab bc= + +         

                                                                   ( )1
2

ab bc ca≤ + +                                        [do (1)] 

                                                                   ( )21 3
6 2

a b c≤ + + =   (đpcm)                       [do (2)] 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔  1a b c= = = . 
 
Bài 6. Cho các số dương , ,a b c  thỏa mãn 3a b c+ + = .Chứng minh rằng                        

                                                             2 2 2
2 2 2

1 1 1 a b c
a b c

+ + ≥ + +        (1) 

 

Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Sử dụng các bất đẳng thức phụ và  Cauchy để đánh giá. 
 
Lời giải 
+ Áp dụng các bất đẳng thức phụ sau:                                                           
                                                                  2 2 2x y z xy yz zx+ + ≥ + +            (i) 

                                                                  ( ) ( )2
3x y z xy yz zx+ + ≥ + +      (ii) 

 
+ Từ đẳng thức 2 2 2 2 2 2 2( ) 2( ) 9 2( )a b c a b c ab bc ca a b c ab bc ca+ + = + + + + + ⇒ + + = − + +   

+ Khi đó:                      (1) ⇔ ( ) 2 2 2

1 1 12 9+ + + + + ≥ab bc ca
a b c

            (2)           

+ Đánh giá vế trái của (2)  ta được 

    ( ) ( )2 2 2

1 1 1 1 1 12 2+ + + + + ≥ + + + + +ab bc ca ab bc ca
a b c ab bc ca

               [do (i)] 

                                                    ( ) ( ) 3
= + + + + + +ab bc ca ab bc ca

abc
 

                                                    ( )2
3

33 ab bc ca
abc

≥ + + ⋅                            (áp dụng Cauchy) 

                                                    ( )2 2 23
33 3≥ + + ⋅ab c a bc abc

abc
                [do (ii)] 

                                                 

                                                    ( ) 33
33 3 3 3.3.3 9= + + ⋅ = =abc a b c

abc
. (đpcm) 

+ Dấu bằng xảy ra ⇔ 1a b c= = =  
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Bài 7. Cho các số dương , ,a b c  thỏa mãn 1abc = . Chứng minh rằng  

                                           
3 3 3 3 3 31 1 1 3 3a b b c c a

ab bc ca
+ + + + + +

+ + ≥ . 

           Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Đánh giá bằng bất đẳng thức Cauchy  ba số (do trong biểu thức trên có bậc ba), với chú ý 
điểm rơi và điều kiện 1abc =  ở trên. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải. 

+ Đánh giá đại diện biểu thức 
3 31

ab
a b+ +   

   Theo bất đẳng thức Cauchy ta có: 

             3 3 33 33 1. . 31 a b ba b a+ ≥+ =   3 31 3a b ab⇒ + + ≥
3 31 3a b

ab ab

+ +
⇒ ≥       (1) 

+ Chứng minh tương tự ta cũng được: 

                                           
3 31 3b c

bc bc

+ +
≥          (2) 

                                            
3 31 3c a

ca ca

+ +
≥         (3) 

+ Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có:  

         
3 3 3 3 3 31 1 1 1 1 13a b b c c a

ab bc ca ab bc ca

 + + + + + +
+ + ≥ + + 

 
 

                                                                           3
1 1 13 3 . .
ab bc ca

≥    (theo bđt Cauchy)         (4) 

                                                                           3
2

13 3 3 3
( )abc

= =     (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔ 1a b c= = =  . 
 

Bài 8. Chứng minh rằng với mọi x∈¡ , ta có: 12 15 20 3 4 5
5 4 3

x x x
x x x     

+ + ≥ + +     
     

.                                      

           Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 0x = . 
Định hướng: Vận dụng bất đẳng thức Cauchy xoay vòng cho 2 số thích hợp. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
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Lời giải. 
+ Đánh giá đại diện 

   Theo bất đẳng thức Cauchy ta có:  ( )212 15 12 152. . 2. 3 2.3
5 4 5 4

x x x x
x x       

+ ≥ = =       
       

    (1) 

+ Chứng minh tương tự ta cũng được: 

                                                       12 20 2.4
5 3

x x
x   

+ ≥   
   

                                      (2) 

                                                       15 20 2.5
4 3

x x
x   

+ ≥   
   

                                       (3) 

+ Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có: 

                                                        ( )12 15 202 2 3 4 5
5 4 3

x x x
x x x

      
 + + ≥ + +     
       

 

                                                    12 15 20 3 4 5
5 4 3

x x x
x x x     

⇒ + + ≥ + +     
     

   (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔  (1),(2),(3)  là các đẳng thức ⇔  0x =  
 

Bài 9.  Cho các số dương , ,a b c  thỏa mãn 1 1 1 4
a b c

+ + = . Chứng minh rằng  

                                                1 1 1 1
2 2 2a b c a b c a b c

+ + ≤
+ + + + + +

. 

           Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 

Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 3
4

a b c= = = . 

Định hướng: Vận dụng bất đẳng thức Cauchy dạng cộng mẫu 1 1 4
x y x y

+ ≥
+

 ( ), 0x y >  để đánh giá đại 

diện. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải. 
+ Đánh giá đại diện 

   Sử dụng bất đẳng thức cơ bản: 1 1 1 1( )
4x y x y

≤ +
+

   ( ), 0x y >    (khi sử dụng cần chứng minh) 

   Ta có:    1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 2 4 2 4 8 2 2a b c a b c a b c a b c

      
≤ + ≤ + + = + +      + + +      

      

           1 1 1 1 1
2 8 2 2a b c a b c

 
⇒ ≤ + + + +  

      (1) 

+  Chứng minh tương tự ta cũng được: 



HĐBM - Tổ Toán                                                                                               Biên soạn: Huỳnh Chí Hào 
 

 16 

                1 1 1 1 1
2 8 2 2a b c b c a

 
≤ + + + +  

      (2) 

                1 1 1 1 1
2 8 2 2a b c c a b

 
≤ + + + +  

      (3) 

+  Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có: 

                            1 1 1 1 1 1 1 1 .4 1
2 2 2 4 4a b c a b c a b c a b c

 
+ + ≤ + + = = + + + + + +  

   (đpcm) 

+  Đẳng thức xảy ra ⇔
3
4

a b c= = = . 

 

Bài 10.  Cho các số dương , ,a b c  thỏa mãn 
2 2 2

3a b b c c a
c a b

+ + = . Chứng minh rằng  

                                                                       
6 6 6

3 3 3
3a b c

b c a
+ + ≥ . 

            Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Vận dụng bất đẳng thức Cauchy xoay vòng cho 3 số thích hợp, chú ý đến điều kiện. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải. 
+ Đánh giá đại diện 

   Theo bất đẳng thức Cauchy ta có:  
6

3

2

3

2 26 31 3a b
b c

a b a b
bc c

+ ≥ =+     (1) 

+ Chứng minh tương tự ta cũng được: 

                                                       
6 6 2

3 3

31b c b c
ac a

+ + ≥         (2) 

                                                       
6 6 2

3 3

31c a c a
ba b

+ + ≥         (3) 

+ Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có: 

                                                       
6 6 6 2 2 2

3 3 3
2 3 3a b c a b b c c a

c a bb c a

   
+ + + ≥ + +   

   
 

                                                      
6 6 6

3 3 3
3a b c

b c a
⇒ + + ≥    (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔  1a b c= = = . 
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Bài 11. Cho các số dương , , 0a b c ≥  thỏa mãn 2 2 2 3a b c+ + = . Chứng minh rằng 

                                                         
3 3 3

2 2 3

3
23 3 3

a b c
P

b c a
= + + ≥

+ + +
.  

             Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Sử dụng các bất đẳng thức Cauchy ghép cặp thích hợp. 
 
Lời giải 
+ Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 3 số , ghép một số hạng của P với hai số hạng thích hợp ta có: 
                                          

                                                   
3 3 2 6 2

3
2 2

3 33
16 64 42 3 2 3

a a b a a

b b

+
+ + ≥ =

+ +
          (1) 

                                                   
3 3 2 6 2

3
2 2

3 33
16 64 42 3 2 3

b b c b b

c c

+
+ + ≥ =

+ +
           (2) 

                                                   
3 3 2 6 2

3
2 2

3 33
16 64 42 3 2 3

a a b a a

b b

+
+ + ≥ =

+ +
          (3) 

 
+ Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có:  

                                                    
2 2 2 2 2 29 3( )

16 4
a b c a b c

P
+ + + + +

+ ≥   

                                              ( )2 2 211 9 33 9 3
16 16 16 16 2

P a b c⇒ ≥ + + − = − =     (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔  1a b c= = = . 
 
Bài 12. Cho các số dương , ,a b c  thỏa mãn 4ab bc c a abc+ + + = . Chứng minh rằng  

                                                                      
3 3 3

1 1 1 3
a b c

+ + ≥ . 

             Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Vận dụng bất đẳng thức Cauchy xoay vòng cho 3 số thích hợp, chú ý đến điều kiện. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải. 
+ Đánh giá đại diện 

   Theo bất đẳng thức Cauchy ta có:  
3 3

1 1 31
aba b

+ + ≥     (1)                       (bậc ba nên chọn 3 số) 

                                                            
3 3

1 1 31
bcb c

+ + ≥     (2) 
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3

1 31 1
cc

+ + ≥          (3) 

                                                            
3

1 31 1
aa

+ + ≥          (4) 

+ Cộng (1), (2), (3), (4) vế theo vế ta có: 

           
3 3 3

1 1 1 1 1 1 12 6 3 3 12ab bc c a
ab bc c a abca b c

    + + +
+ + + ≥ + + + = =   

   
 

3 3 3

1 1 1 3
a b c

⇒ + + ≥   (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔  1a b c= = = . 
 
Bài 13. Cho các số dương , ,a b c  thỏa mãn 1a b c+ + ≤ . Chứng minh rằng  

                                                       2 2 2
2 2 2

1 1 1 82a b c
a b c

+ + + + + ≥ . 

           Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 

Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1
3

a b c= = = . 

Định hướng: Có dạng của bất đẳng thức Minkowski, áp dụng các bất đẳng thứ phụ, chú ý điều 
kiện. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải. 
+ Sử dụng bất đẳng thức cơ bản: 

        ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2a a b b c c a b c a b c+ + + + + ≥ + + + + +    (khi sử dụng cần chứng minh) 

   Ta có: 

                        ( )
2

22 2 2
2 2 2

1 1 1 1 1 1a b c a b c
a b ca b c

 
+ + + + + ≥ + + + + + 

 
 

+ Biến đổi và đánh giá từng bộ phận 

                        ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 21 1 1 1 1 181 80a b c a b c a b c
a b c a b c

   
+ + + + + = + + + + + − + +   

   
  

                                                                    ( ) ( )21 1 118 80a b c a b c
a b c

 
≥ + + + + − + + 

 
   (theo Cauchy) 

                                                                    18.9 80 82≥ − =    (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔
1
3

a b c= = = . 

Bài 14. Cho các số dương , ,x y z  thỏa mãn 2 2 2 3x y z+ + =  . Chứng minh rằng  

                                                       
2 2 2

2 2 2 12
1 1 1

x xy z y yz x z zx y
x y z

     + + + + + +
  +   + ≤     + + +    

.     

             Khi nào đẳng thức xảy ra? 
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Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1x y z= = = . 
Định hướng:  

Đánh giá đại diện biểu thức 
2

2
1

x xy z
x

 + +
 
 + 

bằng cách sử  dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz.  

Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải 

+ Đánh giá đại diện biểu thức 
2

2
1

x xy z
x

 + +
 
 + 

 

   Theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có: 

                             ( ) ( ) ( )( )
2 2

2 22 .1 2 . 2 1. 2 1 1 2x yz z x x y z x x y z+ + = + + ≤ + + + +   

                        
2

22
1 2

1
x xy z

y z
x

 + +
⇒   ≤ + +

 + 
            (1) 

+ Chứng minh tương tự ta cũng được: 

                             
2

22
1 2

1
y yz x

z x
y

 + +
  ≤ + +
 + 

            (2) 

                             
2

22 1 2
1

z zx y
x y

z

 + +
≤ + +  + 

            (3) 

+ Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có: 

                
2 2 2

2 2 22 2 2 3 2( )
1 1 1

x xy z y yz x z zx y
x y z x y z

x y z

     + + + + + +
  +   + ≤ + + + + + +     + + +    

 

                                                                                                       ( )2 2 26 2 3 12x y z≤ + + + =   (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔ 1x y z= = = . 
                                                                                                      
Bài 15. Cho các số dương , ,x y z  thỏa mãn ( )4 3x y z xyz+ + = . Chứng minh rằng  

                                                        1 1 1 3
2 2 2 8x yz y zx z xy

+ + ≤
+ + + + + +

. 

             Khi nào đẳng thức xảy ra? 
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Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 2x y z= = = . 

Định hướng: Đánh giá đại diện biểu thức 1
2 x yz+ +

  bằng các bất đẳng thức Cauchy, thay đổi hình thức 

của điều kiện ( ) 1 1 1 34 3
4

x y z xyz
xy yz zx

+ + = ⇔ + + =   

Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải 

+ Đánh giá đại diện biểu thức 1
2 x yz+ +

  

    Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 
                                    33 4( ) 4.3 8xyz x y z xyz xyz= + + ≥ ⇒ ≥   
    Tiếp tục đánh giá 2 x yz+ +  ta có: 

                                    42 2 2 2 2 2 . 2 2 2 . 4 2x yz x yz x yz xyz yz yz+ + ≥ + ≥ = ≥   

                              
4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 1. .
2 4 2 2 8 2 4 8 44 2x yz yz yzyz yz

     
⇒ ≤ ≤  +  ≤ + + = +    + +     

  

                              1 1 3 1
2 8 4x yz yz

 
⇒ ≤ + + +  

                        (1) 

+ Chứng minh tương tự ta cũng được: 

                                                  1 1 3 1
2 8 4y zx zx

 
≤ + + +  

         (2) 

                                                  1 1 3 1
2 8 4z xy xy

 
≤ + + +  

         (3) 

+ Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có: 

             1 1 1 1 9 1 1 1 1 9 3 3
2 2 2 8 4 8 4 4 8x yz y zx z xy xy yx xz

   
+ + ≤ + + + = + =   + + + + + +    

 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔ 2x y z= = = . 
 

Bài 16. Cho các số thực dương ,x y  thỏa mãn 1x y+ = . Chứng minh rằng 1 17
4

xy
xy

+ ≥ . 

           Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 

Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1
2

x y= = . 

Định hướng: Đánh giá bằng bất đẳng thức Cauchy với chú ý điểm rơi ở trên và điều kiện 1x y+ =  . 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
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Lời giải. 
+ Theo bất đẳng thức Cauchy ta có: 

                             
2

1 1 15 1 15 172 .
16 16 16 4( )16

4

xy xy xy
xy xy xy xy x y

+ = + + ≥ + =
+

  (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔
1
2

x y= = . 

 
Bài 17. Cho các số thực dương  ,x y  thỏa mãn điều kiện  5 4 23x y xy+ = . Chứng minh rằng 

                                                         3 7 434 9
2 2

= + + + ³P x y
x y

. 

              Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 

Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1 1,
2 3

x y= = . 

Định hướng: Biến đổi và đánh giá từng bộ phận bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải 

Ta có:   4 55 4 23 23+ = Û + =x y xy
x y

 

Khi đó:  3 7 1 1 1 4 54 9 4 9
2 2

æ ö÷ç ÷= + + + = + + + + +ç ÷ç ÷çè ø
P x y x y

x y x y x y
 

                                                       1 1 234 9
2

x y
x y

= + + + +  

Áp dụng bđt Cô-si ta suy ra được 

                              1 1 23 23 432 4 . 2 9 . 4 6
2 2 2

P x y
x y

³ + + = + + =    (đpcm)                                         

Đẳng thức xảy ra ⇔

14
1

1 29
1
34 5 23

x
x

x
y

y
y

x y

ìïï =ïï ìïï ïï =ïï ïïï ï= Ûí íï ïï ï =ï ïï ïïîïï + =ïïïî

 

 
Bài 18. Cho các số dương , ,x y z  thỏa mãn ( )2 2 2 2 3x y z xy x y z+ + + = + + . Chứng minh rằng  

                                                            23 23 29
2

x y z
x z y

+ + + + ≥
+ +

. 

Khi nào đẳng thức xảy ra? 
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Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1; 2; 3x y z= = = . 
Định hướng: Biến đổi và đánh giá từng bộ phận bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải 

+ Từ giả thiết ta có ( ) ( ) ( )2 22 13
2

x y z x y z x y z+ + = + + ≥ + +  0 6x y z⇒ < + + ≤   

+ Biến đổi và đánh giá từng bộ phận 
   Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

          223 23 8 8 8 8( ) ( )
2 2 2

x y z x z y
x z y x z x z y y

  
+ + + + = + + + +  + + +  +    + + + + + +   

 

 

                                                                                                    1 17 2
2x z y

 
+  +  −

 + + 
 

                                                      
( )( )4

14 14 212 12 2 22 29
22 x y zx z y

≥ + + − ≥ + ≥
+ + ++ +

  

Đẳng thức xảy ra ⇔  1; 2; 3x y z= = = . 
 
Bài 19. Cho các số thực dương  , ,x y z  thỏa mãn điều kiện  1+ + =x y z . Chứng minh rằng 

                                                       1 1 1 6
1 1 1
+ + +

= + + ³
- - -

x y zP
y z x

. 

             Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 

Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1
3

x y z= = = . 

Định hướng: Đánh giá bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải 

Vì , , 0x y z>   và 1x y z+ + =  nên 0 , , 1x y z< <  . Do đó:  1 1 1, , 0
1 1 1

x y z
y z x

+ + +
>

- - -
 

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho ba số trên ta được 

                                              
( )( )( )
( )( )( )

3
1 1 1

3
1 1 1

x y z
P

x y z

+ + +
³

- - -
                                  (1) 

Ta có: ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1x y z y z+ = + - - = - + - . Do đó, áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho hai số thực dương 

( )1 y-   và ( )1 z- , ta được: 

                                             ( )( )1 2 1 1x y z+ ³ - -  
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Tương tự:                             ( )( )1 2 1 1y z x+ ³ - -  

                                             ( )( )1 2 1 1z x y+ ³ - -  

Suy ra:               ( )( )( ) ( )( )( )1 1 1 8 1 1 1x y z x y z+ + + ³ - - -                               (2) 
Từ (1) và (2) Þ  6P³     (đpcm) 

Đẳng thức xảy ra ⇔
1
3

x y z= = = . 

 
Bài 20. Cho các số thực , , 0x y z ≤ . Chứng minh rằng  

                                                       2 2 2 1
2 2 1 2 2 1 2 2 1

x y z

x y z y z x z x y+ + +
+ + ≤

+ + + + + +
.    (1) 

             Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 0x y z= = = . 
Định hướng: Đặt ẩn phụ (đổi biến) và đánh giá đại diện.  
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải. 
+ Đổi biến (đặt ẩn phụ) 
   Đặt 2 , 2 , 2x y za b c= = = . Khi đó (, , 0,1a b c ∈  , bất đẳng thức (1) trở thành 

                                            1
1 1 1

a b c
ab c bc a ca b

+ + ≤
+ + + + + +

                (2) 

+ Đánh giá đại diện biểu thức  
1

a
ab c+ +

  

    Ta có: 1 (1 )(1 )
1

a a
ab a b a b a b

ab c a b c
+ = − − + + ≥ + ⇒ ≤

+ + + +
         (3) 

+ Chứng minh tương tự ta cũng được: 

                                                  
1

b b
bc a a b c

≤
+ + + +

         (4) 

                                                  
1

c c
ca b a b c

≤
+ + + +

         (5) 

+ Cộng (3), (4), (5) vế theo vế ta có: 

                                                  1
1 1 1

a b c
ab c bc a ca b

+ + ≤
+ + + + + +

  (đpcm) 

+ Đẳng thức xảy ra ⇔  1a b c= = =  hay 0x y z= = = . 
 
Bài 21. Cho các số thực dương  , ,x y z  thỏa mãn điều kiện  1=xyz . Chứng minh rằng 

                                   
( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1
1 1 1

= + + £
+ + + + + +

P
x y z y z x z x y

. 

              Khi nào đẳng thức xảy ra? 
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Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1x y z= = = . 
Định hướng: Đổi biến (đặt ẩn phụ) và đánh giá đại diện. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải 

Vì 1xyz=  nên 1 1 1, ,x y z
yz zx xy

= = =  . Do đó: 

                     

( )
( )

( )
( )

( )
( )3 3 3 3 3 3

3 3 3

1 1 1
1 1 11 1 1

P
y z z x x y

yz zx xy

= + +
+ + + + + +

  

                        

3 3 3 3 3 3

1 1 1
1 1 1 1 1 11 1 1
z y x z y x

= + +
+ + + + + +

 

Đặt 1 1 1;  ;  a b c
x y z

= = =  ta có , , 0a b c>  và 1abc=  thì 3 3 3 3 3 3

1 1 1
1 1 1

P
a b b c c a

= + +
+ + + + + +

 

Vì , 0a b>  nên  ( )( )2 2 0a b a b- - ³ . Suy ra 3 3 2 2a b a b ab+ ³ +      

 Do đó:  ( )3 3 2 2 2 21 1a b a b ab a b ab abc ab a b c+ + ³ + + = + + = + +   

Tương tự:         ( )3 2 1b c bc a b c+ + ³ + +   

                         ( )3 3 1c a ca a b c+ + ³ + +  

Suy ra: 
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1P
abcab a b c bc a b c ca a b c

£ + + = =
+ + + + + +

   (đpcm) 

Đẳng thức xảy ra ⇔ 1x y x= = = . 
    
Bài 22. Cho các số thực dương  , ,x y z  thỏa mãn điều kiện  + + =xy yz zx xyz . Chứng minh rằng 

                                                 
2 2 2

1 1 16 3
æ ö÷ç ÷= + + + + + ³ç ÷ç ÷çè ø

x y zP
y z x xy yz zx

. 

              Khi nào đẳng thức xảy ra? 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 3x y z= = = . 
Định hướng: Đổi biến (đặt ẩn phụ) , biến đổi và  đánh giá từng bộ phận. 
Lưu ý: luôn nhớ kiểm tra dấu “=” cho các bất đẳng thức thành phần. 
 
Lời giải 

Ta có:   1 1 1 1+ + = Û + + =xy yz zx xyz
x y z

 

Đặt  1 1 1,  ,  a b c
x y z

= = =  ta có , , 0a b c>  và 1a b c+ + = . Do đó 0 , , 1a b c< <  
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Khi đó:            ( )
2 2 2

6b c a
P ab bc ca

a b c
= + + + + +   

                            ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2
2b c a
a b c a b b c c a

a b c
= + + + + + - - - - - -  

                            ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 3b c a
b a c b a c a b b c c a

a b c

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= - + + - + + - + - - - - - - +ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
  

                            
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2
3

a b b c c a
a b b c c a

a b c

- - -
= + + - - - - - - +  

                            
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2
1 1 1

3 3
a a b b b c c c a

a b c

- - - - - -
= + + + ³    (đpcm) 

Đẳng thức xảy ra ⇔ 3x y z= = = . 
 
Bài 23. Cho , ,a b c  là độ dài ba cạnh của một tam giác có chu vi bằng 1 .  

             Tìm giá trị lớn nhất của  biểu thức     4 4 4 1 1 1T
a b b c c a a b c

= + + − − −
+ + +

. 

 
Hướng dẫn giải 

Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1
3

a b c= = = . 

Định hướng: Sử dụng phương pháp tiếp tuyến để đánh giá. 
 
Lời giải 

+ Vì , ,a b c  là độ dài ba cạnh của một tam giác có chu vi bằng 1 1, , 0;
2

a b c  ⇒ ∈ 
 

 

+ Biến đổi:      2 2 2

4 4 4 1 1 1 5 1 5 1 5 1
1 1 1

a b cT
a b c a b c a a b b c c

− − −
= + + − − − = + +

− − − − − −
 

+ Ta có ( ) ( ) ( )2

2 2

3 1 2 15 1 118 3 0 , 0;
2

a aa a a
a a a a

− −−  − − = ≤ ∀ ∈ − −  
 

    Từ đó suy ra : 2

5 1 118 3, 0;
2

a a a
a a

−  ≤ − ∀ ∈ −  
 

+ Ta cũng có 2 bất đẳng thức tương tự: 

                            2

5 1 118 3, 0;
2

b b b
b b

−  ≤ − ∀ ∈ −  
 và 2

5 1 118 3, 0;
2

c c c
c c

−  ≤ − ∀ ∈ −  
 

+ Cộng các bất đẳng thức này lại với nhau ta có : 

                          ( )2 2 2

5 1 5 1 5 1 18 9 9a b cT a b c
a a b b c c

− − −
= + + ≤ + + − =

− − −
.  

    Dấu đẳng thức xảy ra khi  1
3

a b c= = = ax 9mT⇒ =  đạt được 1
3

a b c⇔ = = =  

+  Vậy Cho , ,a b c  là độ dài ba cạnh của một tam giác có chu vi bằng 1 , thì giá trị lớn nhất của  biểu thức   
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                 4 4 4 1 1 1T
a b b c c a a b c

= + + − − −
+ + +

 bằng 9  và đạt được khi và chỉ khi 1
3

a b c= = = . 

 

Chú ý:  Để có được  bất đẳng thức 2

5 1 118 3, 0;
2

a a a
a a

−  ≤ − ∀ ∈ −  
 ta đã sử dụng phương pháp tiếp tuyến 

 
Bài 24. Cho ba số thực dương , ,a b c  thỏa mãn 2 2 2 3a b c+ + = .  Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức     

                                                           ( ) 1 1 18 5S a b c
a b c

 = + + + + + 
 

. 

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Sử dụng phương pháp tiếp tuyến để đánh giá. 
 
Lời giải 

+ Nhận xét : ( )
25 3 238 , 1
2

aa
a

+
+ ≥  với mọi 0 3a< <  dấu bằng khi 1a = . Thật vậy 

   ( ) ( )
2

23 25 3 238 3 16 23 10 0 1 3 10 0
2

aa a a a a a
a

+
+ ≥ ⇔ − + − ≤ ⇔ − − ≤  luôn đúng với mọi 0 3a< <       

    dấu bằng khi 1a =  

+ Tương tự  ( )
25 3 238 , 2
2

bb
b

+
+ ≥  dấu bằng khi 1b =  

                     ( )
25 3 238 , 3
2

cc
c

+
+ ≥   dấu bằng khi 1c =  

+  Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có: 
 

                     ( ) ( )2 2 23 691 1 18 5 39
2

+ + + = + + + + + ≥ = 
 

a b c
S a b c

a b c
 

Dấu bằng xảy ra khi 1a b c= = =  
Vậy giá trị nhỏ nhất của 39S =  đạt được khi và chỉ khi 1a b c= = =  

Chú ý:  Để tìm ra bất đẳng thức 
25 3 238
2
+

+ ≥
aa

a
ta sử dụng phương pháp tiếp tuyến. 

 
Bài 25. Cho các số thực dương , ,a b c  thỏa mãn : ( ) ( )4 4 4 2 2 29 25 48 0a b c a b c+ + − + + + =     

             Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:      
2 2 2

2 2 2
a b cP

b c c a a b
= + +

+ + +
. 

 
 
 



HĐBM - Tổ Toán                                                                                               Biên soạn: Huỳnh Chí Hào 
 

 27 

Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1a b c= = = . 
Định hướng: Sử dụng phương pháp tiếp tuyến để đánh giá. 
 
Lời giải 
+ Ta có ( )2 414 2 25 9 * , 0, " " 1x x x x x+ ≥ − ∀ > = ⇔ =  thật vậy  

        ( ) ( ) ( )24 2 2* 9 25 14 2 0 1 9 18 2 0x x x x x x⇔ − + + ≥ ⇔ − + + ≥ luôn đúng .Vậy 

+ ( ) ( ) ( )
2 4

2 4 2 2 2 4 4 4

2 4

14 2 25 9
14 2 25 9 14 6 25 9 48
14 2 25 9

a a a
b b b a b c a b c a b c
c c c

 + ≥ −


+ ≥ − ⇒ + + + ≥ + + − + + =
 + ≥ −

 

                                      3a b c⇒ + + ≥ , dấu bằng 1a b c⇔ = = =  
+ Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schawrz ta được 

                                 
( )
( )

22 2 2

1
2 2 2 3 3

a b ca b c a b cP
b c c a a b a b c

+ + + +
= + + ³ = ³

+ + + + +
 

+ Dấu bằng xảy ra 1a b c⇔ = = = . Vậy giá trị nhỏ nhất của P  bằng 1 1a b c⇔ = = =  
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BÀI TẬP RÈN LUYỆN 
 

Bài 1. Cho ba số thực , ,x y z  thuộc đoạn 0;2    và thỏa mãn điều kiện 3x y z+ + =   

           Chứng minh rằng: 2 2 2 5x y z+ + ≤ . 
 
Lời giải. 
Do , , 0,2x y z  ∈    ( 2)( 2)( 2) 0x y z− −⇒ − ≤                                      (1) 

                              2( ) 4 ( 2) 0xy x y z ⇒ − + + − ≤    
                              (2 2 2 ) 4( ) 8 0xyz xy yz zx x y z⇒ − + + + + + − ≤      (2) 
Mặt khác, vì 2 2 2 2( ) 2 2 2x y z x y z xy yz zx+ + = + + + + +   

               ( ) ( )2 2 2 22 2 2xy yz zx x y z x y z⇒ + + = + + − + +   

Nên   (2) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 4 8 0xyz x y z x y z x y z ⇒ − + + − + + + + + − ≤  
  

               2 2 2 5 5x y z xyz⇒ + + ≤ − ≤   (do , , 0x y z ≥ )   (đpcm)          (3) 
Đẳng thức xảy ra khi trong ba số , ,x y z  có một số bằng 0 , một số bằng 1 , một số bằng 2   
Nói cách khác: 
Đẳng thức xảy ra khi 2, 1, 0x y z= = =  và các hoán vị. 
 
Bài 2. Cho ba số thực , ,x y z  thuộc đoạn 0;1     

           Chứng minh rằng: 2 2 2 2 2 21x y z x y y z z x+ + ≤ + + + .  
 
Lời giải. 
Do , , 0,1x y z  ∈    2 2 2(1 )(1 )(1 ) 0x y z−⇒ − − ≥                                             (1) 

                             2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 0x y z x y y z z x x y z⇒ − − − + + + − ≥   
                             2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21x y z x y y z z x x y z⇒ + + ≤ + + + −                (2) 
Mặt khác, vì  , , 0,1x y z  ∈    nên 2 2 2 2 2 2 2 2 2,   ,   x y x y y z y z z x z x≤ ≤ ≤           (3) 
Từ (2) và (3) suy ra: 
                           2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1x y z x y y z z x x y z x y y z z x⇒ + + ≤ + + + − ≤ + + +     (đpcm) 
Đẳng thức xảy ra khi 1, 0x y z= = =  và các hoán vị. 
 
 
 
Bài 3. Cho các số thực , ,x y z   thỏa mãn điều kiện 2 2 2 1x y z+ + = , đặt t xy yz zx= + + .  

           Chứng minh rằng: 1 1
2

t− ≤ ≤ . 

 
Lời giải. 

    i) Do 2 2 2 1xy yz zx x y z+ + ≤ + + =  1t⇒ ≤    (1) 
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        Dấu “=” ở (1) xảy ra, chẳng hạn khi 3
3

x y z= = =  

 
    ii) Vì 2 2 2 2( ) 2( ) 1 2( ) 0x y z x y z xy yz zx xy yz zx+ + = + + + + + = + + + ≥   

                                                                                         1 2 0t⇒ + ≥  1
2

t⇒ ≥ −                      (2) 

        Dấu “=” ở (2) xảy ra, chẳng hạn khi 2 2, , 0
2 2

x y z= − = =  

              Do đó: 1 1
2

t− ≤ ≤ . (đpcm) 

 
Bài 4. Cho các số thực không âm , ,x y z  thỏa mãn điều kiện 2 2 23( ) 12x y z xy yz zx+ + + + + = ,  
           đặt 2 2 2t x y z= + + .  Chứng minh rằng: 3 4t≤ ≤ . 
 
Lời giải. 
       i)  Do 2 2 23( ) 12x y z xy yz zx+ + + + + =  2 2 23( ) 12 ( ) 12x y z xy yz zx⇒ + + = − + + ≤   
                                                                        2 2 23( ) 12x y z⇒ + + ≤   
                                                                        3 12 4t t⇒ ≤ ⇒ ≤                                    (1) 
           Dấu “=” ở (1) xảy ra, chẳng hạn khi 2, 0x y z= = =  
       ii) Vì 2 2 23( ) 12x y z xy yz zx+ + + + + = 2 2 212 3( )xy yz zx x y z⇒ + + = − + +         (2) 
           Ta lại có:  2 2 2xy yz zx x y z+ + ≤ + +                                                                     (3) 
           Từ (2) và (3), suy ra: 2 2 2 2 2 212 3( )x y z x y z− + + ≤ + +   
                                                             12 3 3t t t⇒ − ≤ ⇒ ≥                                           (4) 
           Dấu “=” ở (4) xảy ra khi 1x y z= = = . 
           Do đó: 3 4t≤ ≤ . (đpcm) 
 
Bài 5. Cho các số thực , , 0;2x y z  ∈     thỏa mãn điều kiện 3x y z+ + = , đặt t xy yz zx= + + .  
          Chứng minh rằng: 2 3t≤ ≤ . 
 
Lời giải. 

i)   Do 21 ( )
3

3xy yz zx x y z+ + ≤ + =+  3t⇒ ≤                                                            (1) 

     Dấu “=” ở (1) xảy ra  khi 1x y z= = = . 
ii)  Vì , , 0;2x y z  ∈   ( 2)( 2)( 2) 0x y z− −⇒ − ≤   
                                  2( ) 4( ) 8 0xyz xy yz zx x y z⇒ − + + + + + − ≤   

                                  4( ) 8 12 8 2
2 2

xyz x y z
xy yz zx

+ + + − −
⇒ + + ≥ ≥ =  2t⇒ ≥     (2) 

    Dấu “=” ở (2) xảy ra, chẳng hạn khi 2, 1, 0x y z= = =  
          Do đó: 2 3t≤ ≤ . (đpcm) 
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Bài 6. Cho các số thực dương , ,x y z   thỏa mãn điều kiện 3x y z+ + = , đặt 2 2 2t x y z= + + .  
          Chứng minh rằng: 3 9t≤ < . 
 
Lời giải. 

i) Do 2 2 2 2( ) 3( )x y z x y z+ + ≤ + +  3 9 3t t⇒ ≥ ⇒ ≥                                                   (1) 
   Dấu “=” ở (1) xảy ra  khi 1x y z= = = . 

     ii) Vì , , 0x y z > 2 2 2 2( )x y z x y z⇒ + + < + +  9t⇒ <   
         Do đó: 3 9t≤ < .   (đpcm) 
 
Bài 7. Cho các số thực , ,x y z   thỏa mãn điều kiện 2 2 2 1x y z+ + = , đặt 2t xy yz zx= + + .  
          Chứng minh rằng: 1t ≥ − .      
    
Lời giải. 
          Do 2 2 2 2( ) 2( ) 1 2( ) 0x y z x y z xy yz zx xy yz zx+ + = + + + + + = + + + ≥   

                                                                1
2

xy yz zx⇒ + + ≥ −   

                                                                
2 2 21 12 1 1

2 2 2 2
x z y

xy yz zx xz
+

⇒ + + ≥ − + ≥ − − = − + ≥ −     (1) 

    Dấu “=” ở (1) xảy ra, chẳng hạn khi 2 , 0
2

x z y= = =  

          Do đó: 1t ≥ − .   (đpcm) 
 

Bài 8. Cho các số thực , ,a b c   thoả 
1 , , 3

2 6
a b c

a b c
 ≤ ≤


+ + =
. Chứng minh rằng : 3 3 35 42a b c+ + ≤   

Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ?  
 
Lời giải. 
Từ giả thiết ta có:  ( )( ) 2 31 3 1 3 0 4 3 13 12≤ ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ − ⇒ ≤ −a a a a a a a  

Tương tự:    ( )( ) 2 31 3 1 3 0 4 3 13 12≤ ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ − ⇒ ≤ −b b b b b b b  

                   ( )( ) 2 31 2 1 2 0 3 2 7 6≤ ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ − ⇒ ≤ −c c c c a c c      

Từ đó  ( ) ( )3 3 35 13 12 13 12 5 7 6 13 2 9 54+ + ≤ − + − + − ≤ + + + −a b c a b c a b c c  
13.6 9.2 54 42≤ + − =  (đpcm) . Dấu bằng xảy ra khi 1, 2= = =a b c . 
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CÁC BÀI TOÁN “THỬ SỨC VỚI BẤT ĐẲNG THỨC” 
(Thời gian làm 1 bài là 60 phút) 

 
Bài 1. (1 điểm) 
Cho các số thực , ,x y z  thỏa mãn 8 8 8 3x y z+ + = . Chứng minh rằng 

                                                   4 4 4 3
23 4 3 4 3 4

x y z

x y z
+ + ≥

− − −
. 

Bài 2. (1 điểm) 
Cho các số thực , ,a b c  thỏa mãn điều kiện 0a b c+ + = . Chứng minh rằng 

                                                    
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
8 8 1 8 8 1 8 8 1
a b b c c a

+ + ≤
+ + + + + +

. 

Bài 3. (1 điểm) 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 13 5 12 9x y z+ + = . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                     3 6
2 2 2
xy yz zx

A
x y y z z x

= + +
+ + +

. 

Bài 4. (1 điểm) 
Cho các số thực không âm , ,x y z  thỏa mãn 3xy yz zx+ + = . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
                                                    2 3 2 3 2 3 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)A x y y z z x x y z= + + + − + − + − . 
Bài 5. (1 điểm) 
Cho các số thực dương , ,a b c . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                    
4 16

a b b c c a
P

a b c b c a c a b
+ + +

= + +
+ + + + + +

.         

Bài 6. (1 điểm) 
Cho các số thực , ,a b c  thuộc đoạn 0;1   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

                                                    
3 3 3

2 2 2

2 2 2
1 1 1

a b c
P

b c a
+ + +

= + +
+ + +

  

Bài 7. (1 điểm) 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 3x y z+ + ≤ . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                   
3 3 3 2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 1
P

x y z x xy y y yz z z zx x
= + + + + +

− + − + − +
.  

Bài 8. (1 điểm) 
Cho các số thực không âm , ,x y z  thỏa mãn 2 2 2 3x y z y+ + ≤ . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                   
2 2 2

1 4 8
( 1) ( 2) ( 3)

P
x y z

= + +
+ + +

. 

Bài 9. (1 điểm) 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 4( ) 3x y z xyz+ + = . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

                                                 1 1 1
2 2 2

P
x yz y zx z xy

= + +
+ + + + + +

  

Bài 10. (1 điểm) 
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Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 1x y z+ + = . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                
3 3 3

2 2 2

x y z
P

x yz y zx z xy
= + +

+ + +
  

Bài 11. (1 điểm) 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 2 2 2 2 3( )x y z xy x y z+ + + = + + . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 
thức 

                                                 20 20
2

P x y z
x z y

= + + + +
+ +
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ĐÁP ÁN 

 
Bài 1.  
Cho các số thực , ,x y z  thỏa mãn 8 8 8 3x y z+ + = . Chứng minh rằng 

                                                   4 4 4 3
23 4 3 4 3 4

x y z

x y z
+ + ≥

− − −
. 

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 0x y z= = = . 
Định hướng:  
+ Đặt ẩn phụ 2 , 2 , 2x y za b c= = = , chuyển về bài toán sau: 

   Cho   
3 3 3

, , 0
3

a b c
a b c

 >


+ + =
 . CMR:       

2 2 2

2 2 2

3
23 3 3

a b c
a b c

+ + ≥
− − −

  

+ Đánh giá đại diện biểu thức, lưu ý đến giả thiết 3 3 3 3a b c+ + =   
 
Đáp án 
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Bài 2 
Cho các số thực , ,a b c  thỏa mãn điều kiện 0a b c+ + = . Chứng minh rằng 

                                                    
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
8 8 1 8 8 1 8 8 1
a b b c c a

+ + ≤
+ + + + + +

. 

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 0a b c= = = . 
Định hướng:  

+ Đặt ẩn phụ 2 2 22 , 2 , 2
a b c

x y z= = =  chuyển về bài toán sau: 

   Cho   
, , 0

1
x y z
xyz

 >


=
 . CMR:       

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1
1 1 1x y y z z x

+ + ≤
+ + + + + +

  

+ Đánh giá đại diện biểu thức. 
 
Đáp án 
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Bài 3 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 13 5 12 9x y z+ + = . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                     3 6
2 2 2
xy yz zx

A
x y y z z x

= + +
+ + +

. 

 
Hướng dẫn giải 

Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 3
10

x y z= = = . 

Định hướng:  
+ Đánh giá đại diện biểu thức, lưu ý giả thiết 13 5 12 9x y z+ + =  
 
Đáp án 
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Bài 4 
Cho các số thực không âm , ,x y z  thỏa mãn 3xy yz zx+ + = . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
                                                    2 3 2 3 2 3 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)A x y y z z x x y z= + + + − + − + − . 
 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1x y z= = = . 
Định hướng:  
+ Đánh giá đại diện biểu thức 2 3 1x y x+ + ,.. 

+ Lưu ý đến bất đẳng thức  ( ) ( )2
3x y z xy yz zx+ + ≥ + + . 

 
Đáp án 
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Bài 5 
Cho các số thực dương , ,a b c . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                    
4 16

a b b c c a
P

a b c b c a c a b
+ + +

= + +
+ + + + + +

.         

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Khó dự đoán. 
Định hướng:  
+ Đặt ẩn phụ , 4 , 16x a b c y b c a z c a b= + + = + + = + +  chuyển về bài toán sau: 

   Cho  , , 0x y z >   . Tìm GTNN của biểu thức:       1 1 44 16
3 15 5

y x z x
P

x y x z
   

= + + + −   
   

  

+ Đánh giá bằng bất đẳng thức Cauchy. 
Đáp án 
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Bài 6 
Cho các số thực , ,a b c  thuộc đoạn 0;1   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

                                                    
3 3 3

2 2 2

2 2 2
1 1 1

a b c
P

b c a
+ + +

= + +
+ + +

. 

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Khó dự đoán. 
Định hướng:  
+ Đánh giá đại diện, theo hướng khử mẫu. 
 
Đáp án 
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Bài 7 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 3x y z+ + ≤ . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                   
3 3 3 2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 1
P

x y z x xy y y yz z z zx x
= + + + + +

− + − + − +
.  

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1x y z= = =  . 
Định hướng:  
+ Đánh giá đại diện. 

+ Lưu ý đến bất đẳng thức 1 1 4
a b a b

+ ≥
+

  

 
Đáp án 
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Bài 8 
Cho các số thực không âm , ,x y z  thỏa mãn 2 2 2 3x y z y+ + ≤ . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                   
2 2 2

1 4 8
( 1) ( 2) ( 3)

P
x y z

= + +
+ + +

. 

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Khó dự đoán. 
Định hướng: . 

+ Lưu ý đến bất đẳng thức 
( )2 2 2

1 1 8
a b a b

+ ≥
+

 . 

 
Đáp án 
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Bài 9 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 4( ) 3x y z xyz+ + = . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

                                                 1 1 1
2 2 2

P
x yz y zx z xy

= + +
+ + + + + +

.  

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 2x y z= = =  . 
Định hướng: . 
+ Đánh giá đại diện. 
 
Đáp án 
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Bài 10 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 1x y z+ + = . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                                
3 3 3

2 2 2

x y z
P

x yz y zx z xy
= + +

+ + +
. 

  
Hướng dẫn giải 

Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1
3

x y z= = =  . 

Định hướng: . 

+ Đánh giá đại diện 
3

2

x
x

x yz
−

+
. 

 
Đáp án 
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Bài 11 
Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn 2 2 2 2 3( )x y z xy x y z+ + + = + + . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 
thức 

                                                               20 20
2

P x y z
x z y

= + + + +
+ +

. 

 
Hướng dẫn giải 
Dự đoán điểm rơi: Đẳng thức xảy ra khi 1, 2, 3x y z= = =  . 
Định hướng: . 
+ Biến đổi biểu thức và đánh giá bằng Cauchy cho 3 biểu thức. 
+ Lưu ý đến điểm rơi và giả thiết. 
 
Đáp án 
                                              

 
 
 
 
 

---------------------------Hết---------------------- 


