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THPT Chuyén Nguyen Quang Diéu
|.MO PAU
Bai toan tim gia tri lon nhat (GTLN), gid tri nhé nhat (GTNN) cua c&c biéu thirc 3 bién thuong duoc chon
Iam bai kho nhat trong ky thi tuyén sinh dai hoc nhirng nam gan day. Phuong phép thuong sir dung la két hop
bat dang thirc dai o vatinh don diéu cuia ham so6 dé tim GTLN va GTNN.
Il. PHUONG PHAP CHUNG
Buwéc 1: Bién dbi biéu thic nhiéu bién vé biéu thirc cd thé dat an phu.
Bwéc 2: Sir dung céc bat dang thirc dai sd dé tim diéu kién caa an phy (diéu kien PUNG).
Bwéc 3: Tim GTLN, GTNN bing cach khao sat ham mot bién (ham caa an phu).
Mt sb bat dang thirc dai s hai bién va ba bién thwong sir dung

2+2
1) apeLF?

Ru+DHO

@

3 (a+b)2£2(a2+b2)

4 @ +b*+c*3 ab+bc+ca ;

5) 3(a* + b +¢?)3 (a+b+c) ;
6) (a+b+c)2 3 3(ab+bc+ca) :
7) a+b? 2\Jab, "a,b®0;

8) atb+c?3 3%, "a,b,c® 0.

Lwu y: Véi cac biéu thire ddi xang 3 bién a,b,c¢ taco thé dat mot trong céc biéu thire sau 1a an phu
a+b+c; ab+bc+ca, a*+b*+c’



I11. CAC Vi DU MINH HQA
Vidu 1 (Pé thi THPTQG 2015). Cho cé&c sb thuc a,b,c1 @l,3fvathoamandiéukién a+b+c=6. Timgia
tri 16n nhat caa biéu thirc
a’b* +b*c* +c*a* +12abc+72 1
P= - —abc.
ab+bc+ca 2

Y TUONG
+Quan sat vanhan xet
- P labiéu thirc doi xirng theo 3 bien a,b,c .

- Nhé lai ring P c6 thé biéu dién theo cac biéu thac d6i xtng co ban: a+b+c hoic abc hoic
ab+bc+ca .

+ Pinh huéng so' lwgc
- Phan tich dit kién a,b,cT @,3gvathoa mén diéu kién a+b+c =6, két hop voi bicu thic P dinh racéc
hudong gi. ‘ ” o Q 7
- bat an phu hqp ly, tim dieu kién an phu dé biéu di@n bieu th,irc P (hoac udc luong biéu thirc P) thanh
biéu thirc mot bien sau d6 sir dung cdng cu dao ham dé giai quyét.

Luuy
+ Quéatrinh tu duy & budc ndy kho khan vatinh théch thirc cao.
+ Nén sir dung cdng cu so do tu duy dé phén tich tim hudng giai.

THUC HIEN TUNG BUOC Y TUONG

B1. Bién doi biéu thirc P vé biéu thirc nhidu bién cd thé dat an phu
a’b* +b*c* +c*a* +2.(ab+ bc+ca).abc+72 1
P= - —abc
ab+bc +ca 2
_(ab+bc+ca) +72 ) abc

ab+bc+ca 2 )
So sanh abce Voi ab+ be +ca @€ udc lugng biéu thic P

Do a,b,cl gl.3f nén (a- 1)(b- )(c-1)2 0 P abc® ab+bc+ca- (a+b+c)y=ab+ba+ca-5 (2)

Tu (1) va(2) suy ra

(ab+bc+ca)’ +72 ab+ba+ca-5 1 +72_ t-5
ab+bc+ca ) 2 Tt

(D

PE VOi t=ab+bc+ca

B2. Timdiéu kien DUNG cho bién
i) DO a,b,cl 61,3[:}] nén 3- a)(3- b)(3-¢)2 0
P 3(ab+bc+ca)3 abc+9(a+b+c)- 27 =abc +27 (€))
Tu (2 va@) suyra 3(ab+bc+ca)® ab+bc+ca+22 b 3r3 t+22 b 311 4

4

Dau“=" & (4) xay rakhi a=1,b=2,c =3.
i) Vi (a+b+c) Z%g(a- by’ +(b- ¢)* +(c- a)’U+3(ab+bc+ca)? 3(ab+bc+ca)
b 3t£36b t£12 (5

4

Dau “=" ¢ (5) xay rakhi a=b=c=2
Dodé: 11£¢£12.Vay i1 g 112§



B3- Tim GTLN caaham mot bién, tir 46 suy raGTLN cua P

e A +72 t- 245t +144
Xéthamsh f(n=CtT2 102 L

voi 11 gl1;12y

2 2t
2- ~
Tacs: f'()=" 21244 , f'(0=00 r=12
t

Bang bién thién

t 11 12

J'(0) - 0

[0 ] 160

11 \

29
2

Tur bang bién thién suy ra: f(t)£f(11):% p PE% (*)

Dau“=" ¢ (*) xay rakhi a=1,b=2,c =3

Vay giatri 16n nhit caa biéu thee P bang % r

Vidu 2. Cho x,y,z lacéc sb thuc khdng &m vathoa man didu kién x* +y? +z% =2. Tim gia tri 16n nhit caa
biéu thirc
2 + +
X Lo ytz 1+yz .

P=
X +yz+x+1l x+y+z+l 9

Y TUONG

+ Dinh hwéng so' lwgc ) , ‘ o ) 9
Bicu thue khdng c6 tinh doi xing theo 3 bién. Tuy nhién dieu kién vamau so cua so hang thir 2 trong bicu
thic P lai c6 tinh doi xung, gid thict goi 1én y tusng ve cac hang dang thac. 7 ’

Can danh giaudc lugng hai so hang thir nhat va thir ba trong biéu thirc P dé duoc biéu thirc doi xirng ba
bién. Cu thé danh gi& céc biéu thirc x> + yz+ x +1 va yz vai luu y dén viéc sir dung diéu kién

x2+y2+z2 =7
THUC HIEN TUNG BUOC Y TUONG

Bi. Bién doi biéu thirc P vé biéu thirc nhidu bién cd thé dat an phu
+ Tach: x*+yz+x+l=x(x+y+z+1)+(1- xy- xz+y7)
Va (x- y- 2 =x>+y +77 - 2xy- 2xz+2yz2=2(1- xy- yz+yz)3 0
nén x> +yz+x+13 x(x+y+z+1) .

2
X

Tr d6 suy raduoc: 5 .
x +tyz+x+1l x+y+z+l1

+ Mat khéc:



(x+y+2) =x>+y* + 22 +2x(y+2) +2yz =2+ 2yz+2x(y +2) E2+2yz+ & +(y +2)’ U=4(1 +y2)
& a

l+yz, (x+y+2)
36
x’ oYtz ldyz. xty+z Cty+ o1
X Hyzx+l xtytz+l 9 x+y+z+l 36 t+1 36
VOl t=x+y+z

Suy ra

2

Do d6: P =

BZ. Timdiéu kien PUNG cho bién ¢
Do x,y,z30 P r=x+y+z30 (1
Dau“=" ¢ (1) xay rakhi x=y=z=0
Vi(x+y+z)? =x’ +y* +22 +2xy +2yz 420 £2+(x° +y) + (Y’ +2) + (2 +x°) =6 (2)

Suyra f£6b r£-/6 .
J6

Dau“=" ¢ (2) xay rakhi x =y =i=-

~ T én. l:l
Vay 1l g(),x/ga

B3- Tim GTLN caaham mot bién, tir 46 suy raGTLN cua P
2

2 t t .o~ A N
Xéthamso f(t)=—- — Véi ¢l €0;/6Y
f=— &6l

36
, 1 t (t-2)(* +4t+9) . -
Taco: f'(t) =———- —=- , f'{@=0U =2
7 (t+1° 18 18(1+1)° Fe
Bang bién thién
! 0 2 J6
f'(@) + 0 -
f(@) 5
/ 9 \
0 31 V6
30 5
o 5 5
Tur bang bien thién suy ra f(t)£f(2)—5 p P£5 *)

Dau“=" ¢ (*) xay rakhi x=y=1,z=0
-z s 1z A 5 = R ’ N 5
Vay giatri lon nhat caabiéu thic P bang 5 r
Vi du 3. Cho x,y,z lacéc sb thuc khong am théaman x* +y* +z2 =1. Tim giatri nho nhat caa biéu thic

8
(x+y+2)7 - xy- yz+2

P = (xy+yz+2zx)* -

Y TUONG



+ Pinh huéng so lwgc

Khai trién vathu gon (x +y+z2)* - xy- yz+2 & duoc biéu thirc 6 lién quan dén xy + yz +2zx
Dit an phy 7 = xy + yz +2zx vadanh gia chinh xéc giatri caabién ¢

THUC HIEN TUNG BUOC Y TUONG

B1. Bién ddi biéuthirc P vé biéu thirc nhidu bién cd thé dat an phu

. 8 8
Taco: P =(xy+yz+2zx)" - =1 -
xy+yz+2zx+3 t+3

B2. Tim diéu kien PUNG cho hién ¢

y
=-1+2-3-1 (1
2 2 2 @)

i 5 1 1 xZ +Z2 2
Tacoh: (x+y+z) =1+2(xy+yz+zx)3 0P xy+yz+2zx3 - —+xz3 - —-
A Hn 2 2 H \/5
Dau*“=" ¢ (1) xay rakhi y=0,x=-z=*—.Suyra 3 -1
B3- HUGNG DAN CACH GIAl
Tim GTNN ciaa ham mot bién, tir d6 suy ra GTNN cua P
Xé hamsd f(t) =17 - % véi t1 g1;+¥)
t
Sir dung c6ng cu dao ham s& duoc két qua nhu sau:

Giatri nho nhat caabiéu thic P 1a3 datkhi y=0;x=-z=+-~ A

ot

Vi du 4. Cho céc sd thic duong x,y,z théaman x+y+z=3. Timgiatri nho nhit cua biéu thuc
P=x2+y2+z2+ Xy tyztzx

XAy ++3
Y TUONG

+ Pinh huéng so lwgc

Bién d6i biéu thirc P theo x* +y? + 22

Pit 4n phy r = x* +y* + 72 vadéanh gia chinh x&c giatri caa bién ¢.
THUC HIEN TUNG BUOC Y TUONG
B1. Bién ddi biéuthirc P vé biéu thirc nhidu bién cd thé dat an phu

2y + )45y )+ 2 +5¢+ .
TaC('):P:Z(x Y HZ) Xty +2)+9 207 45149 Vi t=x"+y + 7
2(x* +y*+ 77 +3) 2t+6

BZ2.- Timdiéukien DPUNG cho bién ¢
Tach: (x+y+z) £3(x*+y*+7)b x*+y*+7°3 3
Dau“=" ¢ (1) xay rakhi x=y=z=1.Suyra 13 3
i >
Dol,x,y,z 0

Tx+y+z=3

(1)

P xX*+y +z <(x+y+z)>=9



Suyra 3£¢<9.Vay 1 33;9)

B3- HUONG DAN CACH GIAI

Tim GTNN ciia hdm mot bién, tir d6 suy ra GTNN cua P
202 +5t+9 . o,
——  vol ¢l €3;9

sivg VT 89)
Sir dung c6ng cu dao ham s& dugc két qua nhu sau:

Xé hamsd f(¢) =

Giatri nho nhat caa biéu thirc P IaE datkhi x=y=z=1r

Vi du 5. Cho céc sb thuc khong am x,y,z thoaman 3(x® +y* +z2)+xy +yz+zx =12 . Tim gia tri lén nhét
vagiatri nho nhit cua biéu thuc
_ xz +y2+z2

P +xy+yz+zx.

xty+z
Y TUONG

+ Pinh huéng so' lwgc
Bién doi biéu thic P theo x* +y* +2°
Dit an phu ¢ = x* +y? + 7> vadanh gia chinh x&c giatri caa bién ¢

THUC HIEN TUNG BUOC Y TUONG

B1. Bién ddi biéuthirc P vé biéu thirc nhidu bién cd thé dat an phu
i 2+ 2+ 2 2+ 2+ 2
Taco: P:u+xy+yz+zx= 2 ) <

+12-3(x* +y* +2°)
x+y+z J24- 502 37 +27)

18 t+ﬁ2- 12 i t=\/24- 5x* +y* +7°)
5§ ty 5
B2. Timdiéu kien DUNG cho bién
Tur gia thiét 3(x> +y* +2)+xy+yz+zx =12 b 3(x*+y* +2)£12b x> +y*+7° £4
P 24-5x>+y*+7°)3 4
b \24- 5(x>+y> +7°)3 2 @)
Dau“=" ¢ (1) xay rakhi x =2;y=z=0 vacéc hoanvi. Suy ra: 13 2

Do x? +y* +z° 3 xy+yz+zx néntu gia thuyét talai suy raduoc
12E3(x*+y* +2)+x° +y +27 P x> +y* +7°33
P 24-5(x*+y*+7)£9
b \24- 5(x* +y* +7%) £3 )
Dau“=" ¢ (2) xayrakhi x=y=z=1.Suyra ¢£3
Suyra 2£1£3.Vay 11 ;3§

B3- HUONG DAN CACH GIAI



Tim GTNN va GTNN caa ham mot bién, tir d6 suy ra GTNN vaGTLN cua P
s . 0 P
Xét ham so f(t):la%tz- t+§+- 12 veoi 1l 82;3H
5§ ty 5
Sir dung cng cu dao ham s8 dugc két qua nhu sau:
Giatri nho nhat chabiéu thirc P la 2 dat khi x =2;y =z=0 vacac hoan vi.
Giatri lon nhat caabiéuthac P 14 4 datkhi x=y=z=1 r

Vi du 6. Cho céc sb thuc x,y,z1 §0;2 théamén x+y+z=3. Timgiatrj lon nhat va gia tri nho nhat cua
biéu thirc

_X2+y2+Z2

P - (xy+yz+zx).

Xy +yz+zx
Y TUONG
+ Dinh hwéng so' lwgc
Bien doi bieu thac P theo xy +yx + zx
Pit 4n phy £ = xy + yx + zx vadanh gia chinh xéc giatrj caa bién ¢

THUC HIEN TUNG BUOC Y TUONG

B1. Bién ddi biéuthirc P vé biéu thirc nhidu bién cd thé dat an phu

9-2(xy+yz+zx) 9- 2t

Taco: P= - (xy+txy+xz)=——- 1t VOl t=xy+yz+zx
t

xy +xy+xz

BZ2. Timdiéukien DPUNG cho bién ¢
Tu gia thiét x,y,z1 g0;2fP (x- 2)(y- 2)(z- 2)£0
P xyz- 2(xy+yz+zx)+4(x+y+z)- 8£0
b 24-5x*+y*+z%)3 4
xyz+4(x+y+z)-8,12-38

2 2
Diu“=" & (1) xay rakhi x=2;y=1,z=0 vacéac hodnvi. Suyra: 13 2

P xy+yz+zx? =2 «y
1 2

Do xy+xz+zx£§(x+y+z) =3. 2

Dau“=" ¢ (2) xayrakhi x=y=z=1.Suyra ¢£3

Suyra: 2£1£3.Vay 11 ;3§

B3- HUONG DAN CACH GIAl
Tim GTNN va GTNN caa ham mot bién, tir d6 suy ra GTNN vaGTLN cua P
Xéthamsd £(1)=""21- ¢ voi 1T ;3
t

Sir dung c6ng cu dao ham s& duoc két qua nhu sau:
Giatri nho nhat cuabiéu thirc P la -2 datkhi x=y=z=1.

“ s e N -2 , N 1 . . 7 , .
Giatri lén nhat caa biéu thuc P IaE dat khi x=2;y=1,z=0 vacachoanvi r



I11.BAI TAP TU LUYEN

Bai 1. Cho a,b,c khdng amthoaman o +5° +¢* =3. Timgiatri lon nhat vagiatri nhé nhit caabiéu thic

P=ab+bc+ca+

3 a+b+c
Hwéng dan:
+Dit t=a+b+c Véi t1 g\/§;38
. 5 3 . g <
+Xéhamsd f(=—+2-2 vesi 11 &/3:3U
f@ >t773 a a

+ Két qua:

5v3

Giatri nho nhat caa biéu thac P |aT dat khi a=+/3; b=c =0 vacac hodn vi.

Giatri I6n nhét caabidu thic P 1a % datkhi a=b=c=1r

Bai 2. Cho a,b,c lacéc sb thuc thoamadn o +b* +¢* =1. Tim gidtri lén nhit va gia tri nho nhat caa biéu
thirc
4

P=ab+bc+ca+ )
ab+bc+ca+?2

Hwéng dan:

c

N 1 .U
+Dat t =ab+bc+ca VoI tl 5;1'

D) D

c

~
Ve

;1

DD (D~ o

v 4 . -
+ Xéthamso f(r)=t+—— Vai ¢l 1
r+2 2

o

+ Két qua:
Giatri nho nhat caabiéu thirc P 1a 2 dat khi a=+1;b=c¢ =0 vacac hoan vi

V3

Giatri lon nhat caabiéu thic P |a§ datkhi a=b=c :iT r

, _1-16abc

Bai 3. Cho a,b,c lacéc sb thuc duong théa man o +b* +c . Tim gi& tri 16n nhat caa biéu

3:/abc +4abc

thirc = )
1+4(a* +b* +¢?)

Hwéng dan:
A u
+ Pt 1 =3/abc voi t] a%l
& 48
a
b +4r . -2 1U
+ Xét ham so f(t):3t—4t3 Voi ¢l a%;—(,
2(1- 87) § a4l
+ Két qua:

Giatri lén nhat caabiéu thic P |a;—z datkhi a=b=c=—r

1
4
Bai 4. Cho a,b,c khdng amthéaman a+b+c =1. Timgiatri nho nhat caa biéu thirc

P =3(a*b* +b*c* +c*a*)+3(ab+ bec+ca)+2Na* +b* +c* .



Hwéng dan:
.~ € 10
+Dat r=ab+bc+ca véi tl ;-
é 29

€ 16
+Xéthamsd f(r) =¢* +3t+241- 2 V6i 11 é)%_
e

2
+ Két qua:
Giatri nho nhat caabiéu thic P 142 datkhi a=1;b=c=0 vacachodnvi r

Bai 5. Cho céc sb thuc x,y,z1 (0:1) theamdn xyz =(1- x)(1- y)(1- z). Tim gidtrj nho nhat caa biéu thic
P=x"+y +7°.

Hwéng dan:

+Pat r=x+y+z V6i 1l (0;3)

o 4 .
+X@hamsd f()=- o+ 2042 i 1T (0:3)
+ Két qua:

Giatri nho nhat caa biéu thac P |a% datkhi x=y=z=—r

N | —

Bai 6. Cho céc s thuc khdng &m x,y,z thoaman x? +y? +z> =27. Tim giatri 1on nhit va giatrj nho nhat

cia biéu thic
P= ey Sry e - 3ey e

Hwéng dan:
+Pat r=x+y+z Voi 1l 33\/_

C>C

3
FX&hamsd f() =2 - 223 voi o esf 94

1
2

W

+ Két qua:

Giatri nho nhat caabiéu thirc P 1a - % datkhi x=y=27z=3.
.13 .
Giatri l6n nhat caabiéu thic P Ia2_8 dat khi x:3\/§,y:Z:0 vacac hoanvi r
Bai 7. Cho céc sb thuc duong x,y,z théaman x+y+z£ 1. Tim giatri nho nhat caabiéu thirc

P=33(x+y* +7°) + >

(x+5y)(y+52)(z+5x)

Hwéng dan:

+banhgia P2 3(x+y+)+—
8(x+y+2)

+Dat r=x+y+z véi 11 (0;1j
+ Xét ham sb f(t)=3t+8% véi 11 (0:1H
t

+ Két qua:



Giatri nho nhat caa biéu thac P 1a 2—89 datkhi x=y=z :% r

Bai 8. Cho céc s thuc duong x,y,z thoaman x+y+z£ 3. Tim giatri nho nhat caabiéu thirc
2 2 2

P:x_+y_+z_+ 9 .
y oz x (x+y)(y+t(zt+x)txyz
Hwéng dan:
, ., 27
+banhgia P3 x+y+z+———
(x+y+2)

+Dat r=x+y+z Véi ¢l (0;3[%]

+ Xét ham sb f(t):3t+8% véi 11 (0;38
t

+ Két qua:

Giatri nho nhat caabiéuthuc P 1a 4 datkhi x=y=z=1 r

Bai 9. Cho céc sb thuc duong x,y,z théaman xyz =1. Tim giatri nho nht caabiéu thirc
pol 1,1, 32
X y z xtytz

Hwéng dan:

N2
(xy+yz+zx)’
+Pat 1 =xy+yz+zx Véi ¢l g3;+¥)

92

t2

+Pbanhgia P3 xy+yz+zx +

+Xéthamsd f(r)=t+

voi 1T g8+¥)
+ Két qua:
Giatri nho nhit caabiéu thic P 12 3++/2 datkhi x=y=z=1 r
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