Phương pháp sử dụng đạo hàm chứng minh bất đẳng thức

I. CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN THIẾT
1. Định lý 1: Cho hàm số y = f(x) xác định và liên tục trên [a; b].

*) Nếu 
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 thì f(x) đồng biến trên [a; b] và khi đó ta có 
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*) Nếu 
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 thì f(x) nghịch biến trên [a; b] và khi đó ta có 
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2. Định lý 2: ( Định lý Fermart) 
Giả sử hàm số y = f(x) xác định trên một lân cận đủ bé của 
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 và có đạo hàm tại điểm 
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. Khi đó nếu hàm số y = f(x) đạt cực trị tại 
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3. Định lý 3: (Điều kiện đủ để hàm số có cực trị)

Cho hàm số y = f(x) xác định trên [a; b] và 
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. Trong một lân cận đủ bé 
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[image: image13.wmf]0

x

(có thể không tồn tại 
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) thì f(x) đạt cực trị tại 
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*) Nếu 
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 thì 
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 là điểm cực tiểu.

*) Nếu 
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 thì 
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 là điểm cực đại.
4. Định lý 4: Giả sử y = f(x) xác định trên [a; b] và 
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. Trong một lân cận đủ bé 
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 của 
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, hàm số y = f(x) có đạo hàm cấp hai liên tục, đồng thời 
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 là một điểm cực trị của hàm số.

*) Nếu 
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 là một điểm cực tiểu của hàm số.


*) Nếu 
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 là một điểm cực đại của hàm số.

II. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ CHỨNG MINH CÁC BÀI TOÁN BẤT ĐẲNG THỨC VÀ GIẢI CÁC BÀI TOÁN TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ.
1. Bất đẳng thức một biến số
1.1 Dạng 1: Khảo sát trực tiếp cực trị của hàm số để tìm tập giá trị của hàm số
Bài toán 1: ( ĐHBK Hà Nội, 1997)
 Cho tam giác ABC có ba góc thỏa mãn A > B > C. Tìm GTNN của hàm số

[image: image34.wmf]sinsin

()1

sinsin

xAxB

fx

xCxC

--

=+-

--

.
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Hàm số xác định khi và chỉ khi
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Ta có
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Do (1) nên 
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Chú ý: Từ kết quả trên ta suy ra được phương trình 
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có đúng một nghiệm vì trên 
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. Hàm số f(x) đồng biến có f(sinA) < 0  ( vì 0 < sinA – sinB < sinA – sinC).

Bài toán 2: ( Thi HSG Quốc gia, 1992)
 Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n > 1 ta có
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Giải: Đặt 
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Xét hàm số 
[image: image48.wmf]()11

nn

fxxx

=++-

 liên tục 
[image: image49.wmf][

)

0;1

x

Î

có 


[image: image50.wmf](

)

111

'()0,0;1

11

(1)(1)

fxx

n

nn

nn

xx

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

=-<"Î

--

+-


Vậy f(x) nghịch biến [0; 1) nên f(x) < f(0) = 2, 
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Bài toán 3: (ĐH An ninh, 1997)
 Cho n là số lẻ lớn hơn 3. Chứng minh rằng với mọi 
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Giải: Đặt  
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Ta cần chứng minh
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Vậy
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Vì n là số lẻ lớn hơn 3 nên 
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Từ bảng biến thiên ta có 
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Bài toán 4: (Bộ đề tuyển sinh Đại học)
 Cho số nguyên dương n. Chứng minh rằng 
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Giải: Ta có
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Xét hàm số 
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Nên ta có bảng biến thiên
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Ta chứng minh 
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Áp dụng định lý Lagrange cho hàm số 
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Từ (1), (2) và (3) suy ra đpcm.

Bài luyện tập

Bài 1: Chứng minh rằng với mọi 
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Bài 2: Chứng minh rằng nếu x > 0 và mọi số nguyên dương n ta có
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Bài 3 (Toán học và tuổi trẻ) 

 
Cho số nguyên dương n. Chứng minh rằng  
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HD: Xét hàm số
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Bài 4: Cho x > 0. Chứng minh rằng  
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Bài 5: (ĐH Bách khoa, 1980) 

 Chứng minh rằng  
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Bài 6:  Tìm GTLN của hàm số 
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1.2 Dạng 2: Sử dụng tính đơn điệu
Trong một số bài toán có thể phải đạo hàm nhiều lần liên tiếp thậm chí phải khảo sát thêm hàm số phụ.  Ta thường sử dụng 

· f(x) đồng biến trên [a; b] thì f(x) > f(a) với mọi  x > a.
· f(x) nghịch biến trên [a; b] thì f(x) > f(b) với mọi  x < b.
 Bài toán 5: Chứng minh rằng với mọi 
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Giải: Xét hàm số  
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Ta có 
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Tức là
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Từ (1) và (2) ta có đpcm.
Bài toán 6: Tìm GTNN của hàm số  
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Giải: TXĐ: R.
Xét hàm số 
[image: image105.wmf]22

()11

fxxxxx

=+++-+

 trên R. Ta có


[image: image106.wmf]2222

1111

2222

()

13131313

24242424

11

22

xxxx

fx

xxxx

gxgx

+-+-

¢

=+=+

æöæöæöæö

++-+++-+

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

æöæö

=++-

ç÷ç÷

èøèø


với  mọi x, trong đó 
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Ta có bảng biến thiên
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Từ bảng biến thiên suy ra 
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Bài toán 7: Cho a, b, x > 0 và 
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Giải:  Xét hàm số 
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Suy ra
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trong đó 
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Do đó g(x) nghịch biến trên 
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Vậy 
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Bài luyện tập

Bài 1: Chứng minh rằng  
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HD: Xét hàm số  
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Bài 2: Chứng minh rằng với mọi x > 0 ta có  
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Bài 3: Chứng minh rằng với mọi x ta có
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Bài 4: Tìm tập giá trị của hàm số
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1.3 Dạng 3: Kết hợp với các BĐT khác như BĐT AM-GM, BĐT Cauchy-Schwarz, BĐT Chebyshes,…
Bài toán 8: Chứng minh rằng nếu 
[image: image132.wmf]0

2

x

p

£<

 thì 


[image: image133.wmf]sinxtanx1

222

x

+

+³

.
Giải: Áp dụng BĐT AM-GM  ta có 
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Xét hàm số 
[image: image136.wmf]()sinxtanx2

fxx

=+-

 liên tục trên 
[image: image137.wmf]0;

2

p

éù

êú

ëû

, có


[image: image138.wmf]2

22

11

()cos2cos20,0;

osos2

fxxxx

cxcx

p

éù

¢

=+->+-³"Î

êú

ëû

.

(vì với
[image: image139.wmf]0;

2

x

p

éù

Î

êú

ëû

 thì 
[image: image140.wmf]2

cosos

xcx

>

 và theo BĐT AM-GM ta có 
[image: image141.wmf]2

2

1

cos2

os

x

cx

+³

)

Do đó f(x) đồng biến trên 
[image: image142.wmf]0;

2

p

éù

êú

ëû

. Suy ra 
[image: image143.wmf]()(0)0

fxf

³=

, hay 

[image: image144.wmf]sinxtanx2

x

+³

 với mọi 
[image: image145.wmf]0;

2

x

p

éù

Î

êú

ëû

    (đpcm).
Bài toán 9: (Olympic 30 - 4 - 1999)
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Giải: Ta biến đổi
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Xét hàm số 
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Nhận xét:  Khi trong BĐT có chứa các loại hàm số khác nhau ta thường cô lập mỗi loại hàm số để dễ xét dấu của đạo hàm, hoặc ta có thể đạo hàm liên tiếp để khử bớt một loại hàm số như trong bài toán 5.
Cách 2: Theo bài 5 ta có  
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Ta chứng minh được
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Từ (1) và (2) ta có đpcm.
Bài toán 10: Cho 
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Giải: Ta có
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Nên hàm số f’(x) đồng biến trên [0; 1], suy ra phương trình f’(x) = 0 có nhiều nhất một nghiệm trên (0; 1).

· Nếu phương trình f’(x) = 0 vô nghiệm thì f(x) đơn điệu trên [0; 1], thì


[image: image167.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

(

)

{

}

0;1

axax0;1.

fxmfxmff

£=


Ta có 
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· Nếu phương trình f’(x) = 0 có nghiệm duy nhất 
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Từ hai trường hợp ta có đpcm.
Bài toán 11: (VMO – 2003, Bảng B)
 Cho hàm số f xác định trên tập số thực, lấy giá trị trên R và thỏa mãn điều kiện
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Hãy tìm GTLN và GTNN của hàm số 
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Giải: Ta có 

[image: image178.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

22

222

cotsin2cos2,0;

2cotcot1cot2cot1

cot,0;

cot1cot1cot1

fxxxx

xxxx

fxx

xxx

p

p

=+"Î

-+-

Û=+="Î

+++


 Từ đó với chú ý rằng với mỗi 
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Dễ dàng chứng minh được 
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Bài luyện tập

Bài 1: Chứng minh rằng   
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2. Bất đẳng thức có hai hay nhiều biến số
Để chứng minh BĐT có chứa nhiều biến số bằng phương pháp đạo hàm thì điều quan trọng nhất là chúng ta đưa được về một biến và khảo sát hàm số theo biến đó.
2.1 Dạng 1: Khảo sát hàm đặc trưng
Bài toán 12: Chứng minh rằng
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Giải: a) Xét hàm số   
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Ta có bảng biến thiên
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Từ bảng biến thiên suy ra 
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b) Áp dụng câu a ta có 
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Tương tự ta có
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Cộng từng vế các BĐT (1), (2) và (3) ta có
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Trong một số bài toán ta có thể nhìn thấy ngay hàm đặc trưng, tuy nhiên một số bài ta cần phải biến đổi mới nhìn thấy hàm đặc trưng. Xét bài toán sau

Bài toán 13: Cho A, B, C là ba góc của một tam giác nhọn. Chứng minh rằng
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Giải: Xét hàm số
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Lập bảng biến thiên của f(x) trên 
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Áp dụng vào bài toán ta được 
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Nhận xét:  Trong BĐT trên A, B, C bình đẳng nên ta dễ dàng kiểm tra được dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài toán 14: (ĐH Quốc gia Hà Nội, 2000)

Cho a + b + c = 0. Chứng minh rằng
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Giải: Xét hàm số 
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Ta có bảng biến thiên
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Nhận xét: Các bạn thử nghĩ xem tại sao không xét hàm số 
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Trong một số bài toán BĐT hai biến ta phải biến đổi cô lập mỗi biến về một vế, khi đó xuất hiện hàm đặc trưng cần khảo sát. 
Bài toán 15: (Đại học khối D, 2006)

 Chứng minh rằng
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Giải: Ta có
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Xét hàm số 
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Nhận xét: Trong bài toán trên ta đã sử dụng kêt quả: 
Cho hàm số f(x) đồng biến trên (a; b). Khi đó với 
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Bài toán 16: Chứng minh rằng với mọi 
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Giải: 
·  Nếu y > x thì 
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· Nếu y < x thì 
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Xét 
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Suy ra f(t) tăng trên (0;1). Suy ra f(y) > f(x) nếu y > x và f(y) < f(x) nếu y < x
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Bài toán 17: Cho x > 0, y > 0 và x + y = 1. Chứng minh rằng 
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Giải: Ta có y = 1 – x nên BĐT cần chứng minh là
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Xét 
[image: image250.wmf](

)

(

)

1

,0;1

1

xx

fxx

xx

-

=+"Î

-

. Ta có


[image: image251.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12111(1)1

22

1111

1

1

2

xxxx

fx

xxxxxxxx

hxhx

æöæö

-++-+

¢

=-=-

ç÷ç÷

ç÷ç÷

----

èøèø

éù

=--

ëû


trong đó 
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Vậy  
[image: image257.wmf](
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Bài toán 18: (Đại học khối A, 2004)

Cho tam giác ABC không tù, thỏa mãn điều kiện 


[image: image259.wmf](
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Tính các góc của tam giác ABC.
Giải: Từ giả thiết 
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Lại có 
[image: image263.wmf](
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Từ (2) và (3) ta có 
[image: image264.wmf]2
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Đặt 
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Xét hàm  
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Ta có 
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Suy ra  
[image: image272.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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Thay vào ta được 
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Bài toán 19: 
Cho hai số x, y khác 0 thay đổi thỏa mãn 
[image: image277.wmf](
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Chứng minh rằng 
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       Giải: Nhận thấy x, y đối xứng nên đặt : 
[image: image279.wmf].
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      Ta có
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       Vì 
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       Vì từ (*) suy ra 
[image: image284.wmf]3
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[image: image285.wmf]3
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        Xét hàm số f(u) = 
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       Trên mỗi khoảng (
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       Còn 0 < f(-3) < f(u) <1, 
[image: image294.wmf]"

u > -3, từ đó ta có đpcm.
Bài toán 20: (VMO, 2004)

Cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image295.wmf](
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Giải:  Không mất tính chất tổng quát ta có thể giả sử 
[image: image297.wmf]4
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trong đó a = xy + z + zx. Do y + z = 4 – x và 
[image: image301.wmf]2
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Tương tự 
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Nhân các BĐT trên ta được  
[image: image307.wmf]551
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Đạt được khi (x, y, z) là các hoán vị của (2, 1, 1) và 
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Bài luyện tập

Bài 1:  Cho a, b, c là ba số dương thỏa mãn 
[image: image312.wmf]222
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Bài 2:  Chứng minh rằng
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Bài 3:  Chứng minh rằng


[image: image315.wmf](
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Tổng quát:  Với a, b > 0 và x > y > 0 ta có      
[image: image316.wmf](

)

(

)

yx

xyyx

abab

+<+

.

Bài 4:  Cho 
[image: image317.wmf]33
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[image: image318.wmf]2
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Bài 5:  Tìm ba góc của tam giác ABC biết 

[image: image319.wmf](
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Bài 6: Cho các số không âm x, y, z thỏa mãn điều kiện : xy + yz + xyz = 4 (*)

CMR : 
[image: image320.wmf]xyzxyyzzx
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. (1) Hỏi đẳng thức xảy ra khi nào . 

2.2 Dạng 2: Kết hợp với các BĐT khác như BĐT AM-GM, BĐT Cauchy-Schwarz, BĐT Chebyshes,…


Đối với các bài toán phức tạp, ta cần phối hợp với phương pháp chặn khoảng các biến và các BĐT phụ khác như BĐT AM-GM, BĐT Cauchy-Schwarz, BĐT Chebyshes,… hoặc các đánh giá khác , hoặc phối hợp với các phương pháp khác như phương pháp tọa độ, ....



Ta thường ước lượng T(x, y, z,...) bởi một hàm số chỉ phụ thuộc vào một biến số, từ đó khảo sát  hàm số này để đạt được mục đích.

Bài toán 21:  Cho các số 
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Giải: Ta có 
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Áp dụng BĐT AM-GM ta có 
[image: image326.wmf]3
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Đặt t = x + y + z (0 < t < 3), ta có
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Khảo sát hàm số  
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Bài toán 22: ( Tuyển sinh Đại học Vinh, 2001)

Chứng minh rằng nếu a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác có chu vi bằng 3 thì
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Giải: Đặt 
[image: image333.wmf]222
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Từ a + b + c = 3 và a + b > c  suy ra 
[image: image335.wmf]3
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Ta biến đổi
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Do 2 – 3c > 0 và 
[image: image337.wmf](
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Ta có 
[image: image339.wmf](
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Đồng thời 
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 và a + b + c = 3 và (3)  suy ra a = b = 1, tức là tam giác ABC đều.

Bài toán 23: (Tuyển sinh Đại học khối B, 2006)

Cho x, y là các số thực dương thay đổi. Tìm GTNN của biểu thức

[image: image344.wmf](
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Giải:  Trên mặt phẳng tọa độ Oxy, xét các điểm M(1-x; y) và N(1+x; y). 

Ta có OM + ON 
[image: image345.wmf]³

 MN, suy ra
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Đẳng thức xảy ra khi x = 0, ta được 
[image: image347.wmf]2

212

Ayy

³++-

.

Xét hàm số 
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*) Với 
[image: image349.wmf]2

y

³

 thì  
[image: image350.wmf](

)

2

212

fyyy

=++-

  là hàm đồng biến.


*) Với y < 2 thì   
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Khi đó 
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Bài toán 24: (Tuyển sinh Đại học khối A, 2011)

Cho x, y, z là các số thực  thuộc đoạn [1; 4] và 
[image: image355.wmf],
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Giải:  Trước hết ta chứng minh với mọi a, b dương, 
[image: image357.wmf]1
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Thật vậy, ta có 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b hoặc ab = 1.
Áp dụng (*) với x, y thuộc đoạn [1; 4] và 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image363.wmf]zx
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Xét hàm 
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Suy ra  


[image: image369.wmf]34

()(2)

33

ftf

³=

 .

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image370.wmf]244;1
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Do đó
[image: image371.wmf]
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Bài toán 25:  Cho a, b, c là các số thực  thỏa mãn 
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Giải:  Không mất tính tổng quát, giả sử a= min {a,b,c}. Xét các trường hợp sau

· Nếu a = -1 thì b = c = 0 và S = -3
· Nếu -1 < a < 0 thì sử dụng BĐT CBS ta có
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Ta có 
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Do đó f’(a) = 0 có nghiệm duy nhất 
[image: image377.wmf](
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· Nếu 
[image: image381.wmf]01
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Suy ra 
[image: image384.wmf]2

3315

11

S

£<

.

Tổng hợp các kết quả trên ta có  
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Bài toán 26: ( Đề thi chọn HSG QG THPT bảng B, 1999)

Xét phương trình 
[image: image387.wmf]32
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Giải:  Gọi u, v, s là ba nghiệm thực dương của đa thức 
[image: image391.wmf]32
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Từ đó suy ra a > 0, b > 0. 

Đặt 
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Mặt khác 
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Do đó 
[image: image396.wmf](
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Từ (1), (2) và (3) ta có
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Xét hàm số  
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Bài luyện tập
Bài 1:  Cho các số dương a, b, c với 
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Bài 2:  Cho a, b, c > 0 thỏa mãn 
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Bài 3:  (Đại học xây dựng Hà Nội, 2001)

Cho các số x, y, z thay đổi trên đoạn [0; 1] và thỏa mãn 
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Bài 4:  (IMO, 1984)

Cho x, y , z > 0 thỏa mãn x + y + z = 1. Chứng minh rằng
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Bài 5:  Cho x, y , z > 0 thỏa mãn x + y + z = 1. Tìm GTNN của 
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2.3 Dạng 3: Khảo sát hàm số theo từng biến

Đối với các BĐT nhiều biến, ta có thể chọn một biến là biến số biến thiên và cố định các biến còn lại, bài toán lúc này trở thành BĐT một biến.
Bài toán 27:  Cho
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Suy ra 
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Từ (1) và (2) suy ra đpcm.

Bài toán 28:   Chứng minh rằng 
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Giải:  BĐT đã cho tương đương với 
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Từ bảng biên thiên suy ra  
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Như vậy trong cả hai trường hợp ta đều có  
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Mặt khác
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Ta sẽ chứng minh 
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Ta có 
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· Nếu 
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Từ bảng biên thiên suy ra  
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Như vậy trong cả hai trường hợp ta đều có  
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Ta có 
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Với mọi 
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Bài toán 29:   Cho 
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Giải:  Đặt  
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Suy ra
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Mặt khác 
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Suy ra
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Ta có 
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Ta có bảng biến thiên
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Từ bảng biến thiên suy ra 
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Suy ra  
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Bài toán 30:  Cho 
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Giải:  Đặt  
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 Nên  f’(c) giảm trên [0; 1]. Suy ra
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Suy ra f(c) tăng trên [0; 1].  Do đó
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Nên  g’(a) giảm trên [0; 1]. Suy ra
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Suy ra g(a) tăng trên [0; 1].  Do đó
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Suy ra h(b) tăng trên [0; 1], nên 
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Với a = b = c = 1 thì 
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Bài toán 31:  Xét hàm số 
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Giải:  Biến đổi hàm số đã cho thành
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Đặt u= 1 – x, v = 2 – y, ta chuyển về tìm GTNN của hàm số
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Xét hàm số 
[image: image496.wmf](

)

22

2

gvuvuv

=-+

 với 
[image: image497.wmf]01

v

££

, coi u là tham số. Ta có


[image: image498.wmf](

)

2

4(4)

gvuvuuvu

¢

=-+=-+


Ta thấy g’(v) = 0 khi 
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Bài toán 32: (Đề thi HSG THPT toàn quốc bảng A, 1999)
Xét các số thực dương a, b, c thỏa mãn abc + a + c = b. Tìm GTLN của biểu thức
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Giải: Biến đổi giả thiết thành a + c = b(1 - ac) > 0. suy ra 
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Thay (1) vào biểu thức P và biến đổi được
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Xét hàm số 
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 với 0 < x <
[image: image510.wmf]1

2

 và coi c là tham số (c > 0). Ta có
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Trên 
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Từ đó theo (2) ta có
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Xét hàm số g(c) với c > 0. Ta có
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Với c > 0, thì g’(c) = 0 tại 
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Bài toán 33: (VMO, 2001)  
Xét các số thực dương x, y, z thỏa mãn hệ điều kiện
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Hãy tìm GTLN của biểu thức  
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Giải: Từ điều kiện (1) và (2) suy ra 
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a) Xét hàm số 
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· Nếu 
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Xét hàm số g(z)  với 
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Do  đó g(z) là hàm giảm  và 
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So sánh  (5) và (6) ta có 
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b) Xét hàm số  
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Từ điều kiện (1) và (3) suy ra 
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Lập luận tương tự phần a) ta được 
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So sánh  (9) và (10) ta có 
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So sánh kết quả phần a) và b) ta có
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Vậy maxP = 13.
Bài toán 32: (Đề thi chọn ĐTQG, 2001)
Xét các số thực dương a, b, c thỏa mãn 21ab + 2bc + 8ac 
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Giải: Đặt 
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Xét các số thực dương x, y, z thỏa mãn 2x+8y+21z 
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Xét hàm số 
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Trên đoạn 
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 thì f’(x) đổi dấu từ âm sang dương nên f(x)  đạt cực tiểu tại 
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Suy ra
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Xét hàm số 
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Đặt t = 
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Từ đó 
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 và g’(y) đổi dấu từ âm sang dương nên g(y) đạt cực tiểu tại 
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Dấu đẳng thức xảy ra khi 
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Vậy 
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Nhận xét: Phương pháp khảo sát lần lượt từng biến cho thấy đường lối giải rõ ràng hơn so với cách vận dụng BĐT, đồng thời giải hàng loạt các bài toán tìm cực trị của hàm nhiều biến khác.

Bài luyện tập
Bài 1:  Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng
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Bài 2:  Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác (có thể suy biến). Đặt
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Tìm maxT  và chứng minh rằng 
[image: image585.wmf]1
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Bài 3: ( Bảng A, 2001)


Cho hàm số 
[image: image586.wmf](

)

,,2

fxyzxyyzzxxyz

=++-

 trên miền 


[image: image587.wmf](

)

{

}

,,|0,,1,1

Dxyzxyzxyz

=££++=

.
Bài 4: ( Bảng A, 2001)


Xét các số thực dương x, y, z thỏa mãn hệ điều kiện
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Hãy tìm GTLN của biểu thức  
[image: image589.wmf](
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Bài 5: (USAMO, 1980) 


Cho 
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Bài 6: Cho 
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3. Mở rộng một số bài toán thi vô địch Quốc tế
Trong kì thi IMO 2004 có bài toán sau:
Cho n là một số tự nhiên lớn hơn 2 và n số thực dương thỏa mãn
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Chứng minh rằng mọi bộ ba số trong n số đó đều là ba cạnh của một tam giác.
Mở rộng ta có bài toán sau:

Giả sử n và k là hai số tự nhiên thỏa mãn 
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Giải:  Chúng ta biết rằng  
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  là độ dài k cạnh của một đa giác lồi k cạnh khi và chỉ khi 
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, tìm GTNN của hàm số
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Để làm điều đó ta sẽ thiết lập biểu thức liên hệ giữa g(n+1; k) và g(n; k).


Giả sử rằng giá trị g(n; k) đã xác định và đẳng thức xảy ra tại  
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Đặt 
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Xét hàm số 
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Do 
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Theo giả thiết 
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Đẳng thức xảy ra tại
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Bây giờ ta chỉ cần tính giá trị của g(k; k) xét với điều kiện
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Xét hàm số 
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Với điều kiện 
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Vậy 
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Từ các kết quả trên suy ra
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Và do đó 
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 chưa phải là đánh giá tốt nhất cho BĐT ban đầu. Giá trị tốt nhất đó phải là 
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