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Tran Quéc Luat (Gido vien THPT Chuyén Ha Tinh, TP Ha Tinh).

. Nguyén Van Linh (Sinh vién PH Ngoai Thuong Ha Noi).
. Hoang P6 Kién (Sinh vien BPH KHTN, PHQG Ha Noi).

Nguyén Huy Tung (Sinh vien DH KHTN, DPHQG Ha Noi).

. Tran Anh Hao (Hoc sinh THPT Chuyén Thoai Ngoc Hau, An Giang)

. Tran Phan Quéc Bao (Hoc sinh THPT Chuyén Lé Quy Pon, Khanh

Hoa)

Tran Quéc Anh (Hoc sinh THPT Chuyén BHSP Ha Noi)

cung nhiéu giao vién, hoc sinh va cac ban dam mé Toan khac da dong gop
cac noi dung, gop y xay dung quy bau cho tai liéu!



1. Pé thi

Ngay thi th& nhat. (08/01/2015)

Bai 1. (5,0 diém) Cho a la sé thuc khong am va (u,,) la day sé xac dinh

béi
Vu? +3v6éimoin > 1.

a) V6i a = 0, chung minh rang day s6 c6 giéi han httu han va tim gici
han do.

2

n
W =3, Unty = 5tn + I ra

b) V6i moi a € [0; 1], chitng minh rang day sé ¢6 giéi han htru han.

Bai 2. (5,0 diém) Cho a, b, ¢ 1a cac sé thuc khong am. Chiing minh rang

3(a24+b2+c?) > (a+b+c) (\/E+\/b_c+\/c_a>+
+(a—b)l+(b—c)P’+(c—a)’>=(a+b+c)

Bai 3. (5,0 diém) Cho sb6 nguyén duong k. Tim s6 cac s6 tu nhién n khong
vudt qua 10* théa man déng thoi cac diéu kién sau:

i. n chia hét cho 3;

ii. cac chir s6 trong biéu dién thap phan ctia n thuoc tap hop {2,0,1, 5}.

Bai 4. (5,0 diém) Cho duong tron (O) va hai diém B, C cb dinh trén (O),
BC khong 1a duong kinh. Piém A thay d6i trén (O) sao cho tam giac ABC
nhon. Goi E,F lan lugt 1a chan duong cao ké tir B, C ctia tam giac ABC.
Cho (I) 1a dudng tron thay daéi di qua E,F va ¢6 tam 1a 1.

a) Gia st (I) tiép xac véi BC tai di€ém D. Ching minh rang 22 = | /<tB,

b) Gia st (I) cat canh BC tai hai diém M, N. Goi H 1a truc tam tam giac
ABC va P,Q la cac giao di€ém cuia (I) v6i duong tron ngoai tiép tam
giac HBC. buong tron (K) di qua P, Q va tiép xtic v6i (O) tai diém T
(T cung phia A d6i v6i PQ). Ching minh rang dusng phan giac trong
ctia goc ZMTN luodn di qua mot diém cé dinh.

Ngay thi tha hai. (09/01/2015)
Bai 5. (7,0 diém) Cho f,(x) la day da thiic xac dinh béi
fo(x) =2, f1(x) = 3x, fr(x) = 3xfrn_1(x) + (I —x — 2x*)f_o(x) v6i moi n > 2.

Tim tat ca cac s6 nguyén duong n d€ f,(x) chia hét cho x* —x? + x.

Bai 6. (7,0 diém) V6i a,n la cac s6 nguyén duong, xét phuong trinh a?x +
6ay + 36z = n, trong dé x,y,z la cac s6 tu nhién.
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a) Tim tat ca cac gia tri ctia a dé v6i moi n > 250, phuong trinh da cho
ludn c6 nghiém tu nhién (x,y,z).

b) Biét rang a > 1 va nguyén té cung nhau véi 6. Tim gia tri 16n nhat
ctia n theo a dé phuong trinh da cho khong c6 nghiém (x,y, z).

Bai 7. (6,0 diém) C6 m hoc sinh nit va n hoc sinh nam (m,n > 2) tham
gia mot lien hoan song ca. Tai lién hoan song ca, méi budi biéu dién mot
chuong trinh van nghé. M6i chuong trinh van nghé bao gom mot s6 bai
hat song ca nam — nit ma trong dé, méi déi nam — nit chi hat v6i nhau
khong qua mot bai va méi hoc sinh déu duge hat it nhat mot bai. Hai
chuong trinh dugc coi l1a khac nhau néu c6 mot cap nam - nit hat véi
nhau 6 chuong trinh nay nhung khong hat véi nhau 6 chuong trinh kia.
Lién hoan song ca chi két thuc khi tat ca cac chuong trinh khac nhau
c6 thé c6 déu dudc biéu dién, mbi chuong trinh duge bi€u dién dung mot
lan.

a) Mot chuong trinh dudgce goi 1a 1€ thuoc vao hoc sinh X néu nhu huy tat
ca cac bai song ca ma X tham gia thi ¢6 it nhat mot hoc sinh khac
khong dudc hat bai nao trong chuong trinh d6. Chung minh rang
trong tat ca cac chuong trinh 1é thudc vao X thi s6 chuong trinh cé
s0 1€ bai hat bang s6 chuong trinh c6 sé chan bai hat.

b) Chung minh rang ban tg chrc lién hoan c6 thé sap xép cac budi biéu
dién sao cho s6 cac bai hat tai hai budi biéu dién lién tiép bat ky
khong cung tinh chan 1é.



2. Nhan xét chung

Ky thi chon hoc sinh gidi qudc gia mén Toan nam hoc 2014-2015 (VMO
2015) dién ra trong 2 ngay 08 va 09/01/2015. Vé tong quan, ta c6 thé
thay rang dé thi nam nay hay, phi1 hgp véi viéc tuyén chon hoc sinh gioi.

Cac van dé dat ra trong dé kha can ban, quen thudc nhung cang cé nhing
kho khan nhat dinh 6 tirng bai. Vi du bai t6 hgp khai thac cht dé quen
thudc vé cac sb chia hét cho 3 ¢6 cac chit s6 thude 1 tap hgp (dung can
bac 3 ctia don vi hoac truy hoi), nhung dua chit s6 0 vao gay chut rac
r6i. Bai 6 s6 hoc thi khai thac dinh ly Sylvester vé biéu dién dang t6 hgp
tuyén tinh ax + by. Bai bat dang thic rat nhe nhang (so véi bat dang thic
khiing nam ngoai), c6 thé gidi bang kién thic THCS nhung cung gay kho
cho khong it thi sinh.

Nam nay c6 mot diém dic biét 1a chi ¢6 mot bai hinh hoc, lai 1a bai kha
kho nén c6 thé sé khién mot sé ban gidi hinh chua c6 co hoi boc 10 hét s6
trudng ctia minh. Thay vao mot bai hinh 1a mot bai t6 hop dai, khong qua
kho vé ban chat nhung doi héi kha nang doc hiéu ctia thi sinh. Nhiéu thi
sinh da chia sé rang: "Em khoéng hiéu bai t6 hgp ho hdi gi?”. Qua that, kha
nang doc hiéu, xay dung va chuyén déi mo hinh l1a diém yéu cbé htiu ctia
hoc sinh Viét Nam.

Di vao chi tiét, ta c6 thé diém qua ting bai nhu sau:

Ngay 1 kha co ban, gom cac van deé it nhiéu déu da c6 gidi thiéu trong
chuong trinh Toan chuyén mot cach dai tra.

e Bai 1 (day s6) c6 cau a qua dé va quen thuoc, cau b lai khé khan
ky thuat nhat dinh, can st dung dinh ly kep, don diéu hoac bd dé
anh xa co. Nhiéu thi sinh bi 1an sau vao cau b ctia bai toan dan dén
thiéu thoi gian dé€ gidi quyét cac cau con lai.

e Bai 2 (bat dang thitc) thi khong qua dé cing khong qua kho, no la
mot bat ding thitc déi xiing, déng bac, dang tuong déi phé bién véi
cac hoc sinh. D&i bién dé khit can xong la c6 thé nhin ngay ra bat
dang thiic Schur bac 4 va AM-GM. Bai nay cé rat nhiéu cach giai
nén sé rat tiéc cho hoc sinh nao bo vé sau, vi day la vé chinh cta
bai toan. bay la mot bai toan kha hgp ly tuong xing véi vi tri ctia n6
trong deé thi.

e Bai 3 (t6 hop) khai thac chti ¢& quen thuoc (da xuat hién trong cdc
dé thi Romania 2003, Phé thong nang khiéu 2009, Lam Déng 2014).
C6 hoi rac réi 6 ché s6 0 nhung lai dugce "giai" bang diéu kién n < 10*
(chtt khong phai c6 m chit s6). Phuong phap can don vi giai quyét
gon nhung cung can trinh bay chat ché. Phuong phap truy hoi sé
gay kho mot chut vi c6 dén 3 day. O bai nay, c6 1é thi sinh lam tron
ven khong nhiéu, nhung giam khao cham sé kha mét.



e Bai 4 (hinh hoc phang) 1a bai hinh duy nhat, c¢6 hai cau déu 6 muc
do trung binh khé, nhung s6 hoc sinh lam tron ven bai nay s€ khong
nhiéu. Cht1 dé vé phuong tich, truc ddng phuong van déng vai tro
chti dao trong sudt cac nam gan day.

O ngay thi thit hai, dé thi so v6i ngay dau tién da "gay séc", kho ca vé ky
thuat lan tu duy. Nguyén nhan la khong c6 bai hinh va bai t6 hgp phat
biéu qua dai. Hai bai 5, 6 tuy quen thudoc nhung lai 12 phan ma cac thi
sinh it dé y. Vé y tuéng thi dé ngay 2 hay hon.

e Bai 5 (day s6, da thic) tuong déi co ban. Dung phuong trinh dac
trung hoac quy nap dé dang tim dugc f, = (2x—1)™+(x+1)™. Kiéu bai
toan chia hét nay kha giong v6i nhiing bai chia hét trong s6 nguyén.
Cach lam truyén thong la khai thac tinh tuan hoan ctia s6 du. Tuy
nhién, thuc té nhiéu thi sinh khéng c6 phuong hudéng gi.

e Bai 6 (s6 hoc) sé khong kho khan dé lam néu da quen véi dinh 1y
Sylvester. C6 hai bai toan mau truéc dé la IMO 1983 va Vietnam TST
2000. Cung nhu cac nam, bai s6 hoc it khi xuat hién, nhung néu c6
thi né s€ 1a mot bai kho. Tuy nhién, néu chua biét dinh huéng st
dung dinh Iy nay thi day qua la mot thi thach thuc su.

e Bai 7 (t8 hop) dé kha dai, quan hé giita cac khai niém kha réi va dé
dan dén hiéu nham. Hoc sinh can chuyén vé mot mé hinh toan hoc
nao doé (bang, graph hoac ham sé) dé thay ro hon van dé. Thuc ra vé
ban chat thi n6 chi l1a mot bai toan dém c6 thé gidi bang song anh va
quy nap.

Nhu vay, nhin chung thi dé nam nay hay. Ngay 1 ra that co ban va quen dé
cho dai tra. Ngay 2 gay kho va phan loai. Qua khéo sat mot sé doi tuyén,
thi sinh danh gia dé nay vira suc va it nhiéu cung giai quyét dudc mot so6
noi dung trong dé bai. Du doan nam nay diém dat giai khuyén khich sé &
vao khoang 13-15, con diém lot vao vong 2 dé thi chon doi tuyén IMO la
24. Nam nay chac sé€ it giai nhat.

Tai lieu nay chung toi da téng hop, bién tap lai tir nhiéu ngudn, dic biét 1a
mathscope.org dé gidi thiéu cho hoc sinh, thay c6 Chuyén Toan tham khao.
Do hoan thanh trong thoi gian gap rat va khoi lugng tinh toan 16n nén
c6 thé con nhiéu sai s6t. Moi gop y, thdc méac xin gt vé cac dia chi mail:
trannamdung@yahoo.com, nguyentatthudn@gmail . com, babylearnmath@yahoo.com,
lephuclu@gmail .com. Xin chan thanh cam on!


mathscope.org
trannamdung@yahoo.com
nguyentatthudn@gmail.com
babylearnmath@yahoo.com
lephuclu@gmail.com

3. Loi giai chi tiét va binh luan

Bai toan 1. Cho a la sé thuc khong am va day sé (u,,) dudc xdc dinh béi

1 n? e
W =3, Upy1 = éunJr e am voimoin > 1.

a) V6ia = 0, chitng minh rang day sé6 (u,) ¢6 giéi han hitu han va tim giéi
han do.
b) Vé6i moi a € [0; 1], chitng minh rang day sé (u.,) ¢é gidi han hitu han.
Loi giai.
a) V6i a =0, ta c6 day s6 uny1 = tu, + 1/u? +3.
Xét ham s6 f(x) = Sx 4+ $v/x? + 3 v6i x > 0. Ta ¢6

—2

1 1 X
f’ =4+ -—-———>0, Vx> 0.
(x) 2+4 = X

Suy ra ham s6 f (x) dong bién trén (0; +o0).

Tir cong thuc truy hoi ta suy ra véi moi n thi

DO | o
&

U >0, Uy =F(Uup) Vau, = -+ — <y

2

nén bang quy nap ta suy ra dugc (u,) la day giam va bi chan duéi béi 0
nén no co giéi han htu han.

bat limu, = x thi x > 0 va la nghiém ctia phuong trinh

x =0
x% 4+ 3 =4x

, & x=1

1 1
x:§x+zl\/x2+3<:>\/x2+3:2x<:>{

Vay giéi han can tim la limu, = 1.
b) Véiac[0;1]taco 2 < 2 <1 Dodo

241 N 4n?4a N 4

2

1 n 1 ]
2 4n2+1\/m<un+1<§un+1\/m_

_un +

Xét hai day (x,) va (y,) dugc xac dinh béi

X1 =3 91:3
1 1 va 1 n?
Xn+1:§xn+1 X31+3 Un+1:§Un+4n2+lvy%+3

Theo két qua cau a) ta c6 limx,, = 1.

Ta sé chung minh limy, = 1 va tu do ta suy ra dugc limu,, =1 va do la
diéu can chiing minh. Dudi day ta sé néu hai cach dé xit ly giéi han nay.



Cach 1. Ta c6

1 2 an— 1D (yn+1 2n? 1
yn+1_1:_(yn_1)+ n (y )(y +) n .
2 n?+1 \Jy2 +3+2 m24+1 2
2 9" n?2+1 \Jy2 +3+2 2(4n2 + 1)
1 Tl2 (yn_l) (yn+1)
<-(yn—1)+
2(y ) n?2+1 Y2 +3+2
1 n? !
2 dnt+1\/y2 +3+2
Dé thay
O<1-|— n? yn +1 <1+ n? <1_’_1_3
2 An+1,/y2 +3+2 2 4n?+1 2 4 4

véimoin=1,2,..
eNéuvy, >1véimointhitaco fyny1 — 1 <3y, —1<---< (%)n—l y, — 1.
T do, suy ra limy, = 1.

e Néu ton tai ng € N* dé y,, < 1 thitacoy, <1, ¥n > n,.

Néu ton tai N > ngy sao cho yn,1 > yn » Khi dé6 do f(x) = 4x’;2+1 la mot ham
dong bién trén (0; +o00) nén ta co

(N+1)? - N2
AN+124+1 7 AN2+ 1

Suy ra

g U e e

hay yni2 > yni-

Do d6, bang quy nap ta ching minh dugc day (y,,) ting tir sé hang thir N
tré di. Do do, day (y,) hoi tu. bat limy,, =y ta tim dugc y = 1.

Néu (y,) la day gidm ké tir s6 hang thu n, tré di, két hop véi day (y,,) bi
chan dudi béi 0 ta suy ra day (y,) hoi tu. bat limy,, =y ta tim dugcy = 1
nén truong hgp nay loai.

Vay limy, =1 va bai toan dudc chiing minh.
Cdch 2. Ta sé chung minh bang quy nap rang y, > 1 — 2 v6i moi n > 2. (x)
That vay, véi n = 2, dé dang thay rang () dung.
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Gi4 st (x) dung véin > 2 thita cé y, > 1—2 > 0. Suy ra

1 n? 1 2 n? 2\ 2
Y+ ——— 2 F3>-(1-2 1-= 3.
I Tz VYR T 2( >+4n2+1\/( n) -

Ta can chung minh
1 2 n2 2\? 2
“(1-= 1-2) +3>1———
2( n)+4n2+1\/( n) * n+1
- n? 2 2+3> . 2 L2
in? +1 n - n+1 2 n

2n n?—n+2

& VRl onylx TS

m? 11 M Mt
sdn’m+1)vVn2—m+1> dn’+1)(n*—n+2)

sintn+ 1)’ M2—n+1) > (dn2+1)°’m2—n+2)°

Ta thay bat dang thiic trén dung véi n = 2,3, ta xét n > 4. Chu y rang
16n?(n+1)%> (n?+1)° @ 4nn+1) > 4n%+ 1, dung va

nm?—n+1)>MmM>—n+ 2)2 snm—2)2%>14 cung dung v6i moi n > 4.

Tit d6 ta dude x, > u, > 1 — 2 dang véi moi n, ma limx, =lim(1—2) =1
nén ta co limu,, = 1. O]

Nhén xét. Y thi nhat ctia bai toan rat co ban, thuéc dang mau muc va la
nodi dung quen thuodc ctia phan ly thuyét giéi han day s6 ma hau hét cac
hoc sinh da dugc gi6i thiéu. Ta chi can ching minh day s6 giam bang quy
nap la coi nhu bai toan dugce gidi quyét xong.

Tuy nhién, y thit hai kha mdi la va c6 thé coi day la cau kho nhéat trong
ngay thi dau tién. Viéc danh gia day (u,) kep gitta hai day (x,) va (y,) la
suy nghi rat tu nhién. Tt két qua cau a, ta thay rang limx,, = 1 nén ta
suy nghi dén viéc chiing minh limy, = 1 dé c6 dudc gidi han. Pé lam dugc
diéu nay, ta di chung minh day (y,) la day gidm va bi chan duéi.

Do 2(Yni1i —yn) = 4n2+1\/yn — Yy, nén dé co (y,) giam thi ta can coé

12n4
yn = T2ni8n241"

Tuy nhién, khong suén sé nhu vay, viéc chitng minh tinh chat nay qua
kho do phai thuc hién quy nap véi biéu thiic phiic tap. Con néu ching
minh day nay bi chan duéi béi 1 thi cing quy nap khong thanh cong béi
hé s6 bién thién theo n gay ra kha nhiéu rac roi.




biéu nay goi y cho ta mot danh gia nhe nhang hon la y, > 1 — £ véi k
duong nao d6. P& thuc hién dude quy nap, ta can c6 danh gia

1_§+ n 3+ (1 k)2>1 k
2 In?+1 n’ = n+1
n2 k2?2 mn?—2kn+n+k
& 3 1——) >
in?+1 + n) 2n(n+1)

Xét v6i k = 1, ta thay bat dang thiic trén chinh 1a
56n7 —52n° +48n° —37n* 4+ 18n® — 11n* +2n—1> 0, ding don > 1.
Trong 16i giai theo cach 2, ta da st dung danh gia dang trén véi k = 2.

Duéi day 1a mot s6 bai toan tuong tu:
Bai 1.(Pé chon d6i tuyén PHSP 2010) Cho day sb (x,) théa man:

Chung minh rang day sb nay c6 giéi han httu han va tim giéi han do.
Gdi y. Ta danh gia [x,| < i, n > 5.
Bai 2. (VMO 2012) Cho day sb (x,,) théa man:

Chung minh rang day sb nay c6 giéi han hiru han va tim giéi han do.
Gdi y. Ching minh day giam truc tiép hodc danh gia x, > 1+ 2 véin > 2.
Bai 3. (Hung Yén, 2011) Cho day s6 (x,,) xac dinh béi

X1 =a>0,

X2
— n >1
Xn+1 —Xn‘i‘ﬁan/

Tim tat ca cac gia tri a sao cho day s6 c6 giéi han httu han.

Goi y. Ta ching minh rang —» < vanmry-

N6i chung, cach danh gia cac day s6 thong qua mét ham bién thién theo
n khong phai qua méi mé va kha phd bién trong cac bai day sé c6 hé sb
thay déi theo n hoac la téng ctia nhiéu sé hang ctia day.
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Ngoai ra, ta c6 thé tiép can bai nay theo kiéu dung dé€ ching minh cac
day nghiém ctia phuong trinh thong qua diém bat dong. Duéi day 1a mot
cach nhu thé:

bat fn(x) = % + 7

2
in2+a

Vx2+3véin>1vax>0.

RO rang ham s6 ¢6 diém bat dong duy nhat la

0 - 3
RO |

Néu x > a, thi f,(x) > a, va ngudgc lai, néu 0 < x < a, thi f,,(x) < a,. Ngoai
ra, ta thy rang a, xac dinh nhu trén tang ngit va c6 giéi han 1.

Xét day sb (u,), néu tat ca cac sé6 hang déu 16n hon 1 thi u2 +3 < 4u? nén
suy ra

1 4n? 5 1 1
Uny < Ftn + e 1\/4uTL < gtn + 1 2Uup = Un.

Do dé, day u, giam va bi chan duéi bdi 1 nén cé giéi han.
Ngugc lai, néu ton tai m sao cho u,, < 1 thi gia st m dé la s6 nhé nhat thi
tir d6 tré di, tat cd cac s6 hang ctia (u,,) déu nhé hon 1 vi

1 n?
Ymi1 = 5tm + M2+ a

1 1
\/u%+3<§+1\/1+3:1.

Ta sé chiing minh rang tén tai mot chi s6 N nao dé ma tir d6 tré di, day
s nay tang.

Vi u,, < 1 nén ton tai N sao cho u,, < ay < 1. Do day a,, ting nén ta cé
2

thé chon N sao cho N > m. Chu y rang ham %— déng bién trén R™ nén
2 2
U m 5 an N \/27
mil = — + ———/ 3< —+ —— 3=
Mt = S T e VR TS T T e VAN TP T AN
tuc la w1 < an. Tir d6 quy nap dude cac sé6 hang w1, U2, ..., UN_1, UN

déu bé hon ay va cing ¢6 uny; < an.

Do do, ta dudc un;1 < an < ang1- Tuong tu, ta cung co unikx < ANk
voi moi k > 0. Ngoai ra, vi unyk < anyk nén fyoc(unik) > unik, tice la
UNjkt1 > Ungk. Suy ra day (u,) tang ngat ké tir 1 va né bi chidn trén bdi 1
nén co6 giéi han. Chuang minh két thuc.

Ta thay rang cach lap luan chia trusng hgp trén cting kha thua vi, né cang
tuong tu cach 1 cta 16i giai da dugc gici thiéu. Tuy nhién, diém manh ctia
16i gidi nay la n6 khong phu thudc vao gia tri a € [0;1] nén c6 thé thay
rang bai toan van dung v6i moi a khong am. Ngoai ra, né cho ta mot cach
danh gia nhe nhang hon khi khao sat tinh hoi tu ctia day nho y tudng: du
chua biét tinh bién thién ctia day cu thé nhu thé nao, ta cit thit xét moi
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tinh huéng: néu roi vao truong hgp thuan lgi thi tot; nhung néu khong
thuan 1gi thi bang cac lap luan thich hgp, ta van ching minh dugce; suy
ra no luén dung trong moi trudng hop.

Lap luan nay da tirng dude dung dé giai quyét bai toan kha thu vi sau:
Bai 4. (VMO bang A, 2005) Xét day so6 thuc (x,) xac dinh béi cong thtic

! 7 n=1223
) )Ly Dy
Xn4+1 = 3X3ﬂ — ;X2ﬂ + ean

Xac dinh tat ca cac gia tri a sao cho day soé trén cé giéi han httu han va
trong tung truong hop, hay xac dinh giéi han do.
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Bai toan 2. Cho cdc sé thuc a, b, ¢ > 0. Chitng minh rang

3(a?+b%+c?) = (a+b+c) (Vab+vbetyvea)+(a—b)?+(b—c)?+(c—a)? = (a+b+c)?

Loi giai. Vé trai cia bat dang thiic kha don gian. Dang phat biéu clia né
v6i téng cac binh phuong goi cho ta nghi dén déng nhat thic Lagrange —
mot hang dang thic quen thudc dude diing dé chiing minh bat dang thic
Cauchy-Schwarz:

(i Cl%) <i b%) - (i aibi) = Z (Clibj — Cljbi)2 > 0.

i=1 I<i<jsn
Cu thé hon, ta c6 dang thic sau:
3(a®4+b*+c?)—(a+b+c)=(a—b)*+(b—c)*+(c—a)
Do d6, bat dang thic vé trai c6 thé dudc viét dusi dang:
(a+b+c)? > (a+b+c)(Vab+ Ve + Vea).

Pén day thi c6 1& ban nao ciing sé nghi dén viéc st dung bat dang thuc
quen thuoc x*> +y2 + 2> > xy +yz + zx (ap dung cho x = \/a,y = Vb va
z = ,/c) dé hoan tat phép chiing minh.

O day, ta sé danh su quan tam nhiéu hon cho bat ding thic vé phai.
Nhan xét ban dau cho thay day la mot bat dang thic tuong déi chat vi
dau bang xay ra tai hai truong hgp a =b =cva a =b, ¢ = 0 (cung cac
hoan vi tuong ting). Do d6, ta can phai rat can trong trong cac danh gia
ctia minh.

Ngoai ra, ta cung thay rang ché kho ctia bai toan chinh 1a 6 cac can thte.
Néu ta c6 thé pha dude dau cin dua bat dang thic vé dang don gidn hon
thi chac chan bai toan cung sé tré nén sang stia hon. Bén day, c6 hai y
tudéng chinh nhu sau:

1. Pat dn phu dé khit can: Pay 1a mot huéng di kha tu nhién vi cac can
thic 6 day cing don gian, cac biéu thiic duéi dau can chi c6 dang
bac mot. Do d6, chi can moét 1an dat an phux =+/a,y=+vb, z=/ la
ta c6 thé khit dugdc hét cac cin thic va dua vé xét mot bat dang thiic
thuan nhat bac 4 déi vé6i x, y, z. Bac cia bat dang thitic méi ciing
khong qua cao nén day la huéng di hoan toan kha thi.

2. Str dung danh gia dé khit can: Pay la y tuéng thuong thay khi xir 1y
cac bai toan c6 can. Van dé dugc dat ra 6 day la ta phai lua chon
danh gia da chat sao cho cac diéu kién dau bang phai dudgc dam
bao.
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Cac hudng tiép can dugc trinh bay dudi day hau hét déu st dung hai y
tudng trén lam tu tudng chu dao.

Cach 1. Khai trién truc tiép.
bay c6 1€ 1a huéng di tu nhién nhat cho bai toan nay. Ta chi viéc dat

x = +/a,y = Vb, z = y/c réi nhan tung hét ra. Khi d6, bat ding thic can
chitng minh c6 thé dugc viét lai duéi dang:

> xtxyzd x+ ) xy(P+y?) =4) Xy (1)

Pén day, néu ban nao cé tim hiéu sé nghi ngay dén bat dang thic Schur
bac 4:
(x—y)x—2) + Y’y —2)(y —x) + Z°(z = x)(z —y) > 0.

Dang khai trién ctia n6 chinh la:

Zx4+xysz>ny(x2+y2). 2)

Su tuong déng gitra hai bat dang thiic (1) va (2) gai cho ta nghi dén viéc
dung (2) dé danh gia cho (1). Ngoai ra, (2) cing c6 dau bﬁng taix=y=z
va x =y, z = 0 (cting cac hoan vi) tuong ting véi truong hop dang thic ctia
(1). Do d6, day sé la mot danh gia kha dn va ta c6 thé yén tam vé do an
toan ctia né. That vay, sau khi danh gi4, ta chi can xét bat dang thiec:

2) xyl+u’)>4) XyPe ) xyld+yt)>2) Xy
va noé chi 1a moét hé qua truc tiép ctia bat dang thic AM-GM:
D x4y =) (y-2xy) =2) Xy’ O

LGi binh. Dat an phu la mot trong nhiing ky ning co ban can c¢6 trong bat
dang thiic. Nhiéu bai toan c6 hinh thic céng kénh phic tap, tuy nhién
sau nhiing budc dat an phu don gian, ta c6 thé dua bai toan tré vé dang
md&i ma & d6 nhiéu y tudng (ma trong dé cung c6 thé 1a géc cia bai toan)
sé dudc phoi bay ra.
C6 nhiéu kiéu dat 4n phu, trong dé c6 ba kiéu sau rat thong dung: Dat an
phu dé lam don gian hinh thuc bai toan, dat an phu d€ thuan nhat hoa
hoac déi xing hoa, va dat 4an phu lugng giac dua vao dau hiéu tir diéu
kién gia thiét.
Cach 2. Phuong phap SOS.
Dbay la huéng di tu nhién thi hai sau phuong phap khai trién. Trudc hét,
ta cling sé dat an phu x, y, z nhu huéng 1 & trén dé khit can tién cho viéc
quan sat. Ta dua bai toan vé chiing minh:

K +y?+ )y +yz+zx)+ Y =y > (E+y +2%)%
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Trong bat dang thiic trén, c6 hai s6 hang cting chita nhan tir x? + y2 + z2.
Mot cach tu nhién, ta nghi dén viéc ghép hai s6 hang dé v6i nhau. Lic
nay, bat dang thirc duge viét lai thanh:

Y =y > (Pt + )P+ + 27— xy —yz—2x).

Su xuat hién ctia tong binh phuong Y (x* — y?)? bén vé trai va phan tich
da qua quen thuodc:

Y =Y =53 x—yp

goi cho ta nghi ngay dén viéc dung phuong phap phéan tich binh phuong
SOS dé x11 Iy bai toan. Cu thé, ta viét dugde bat dang thitc can ching minh
dudi dang:

Sx(y _2)2 + Sy (Z_X)2 + SZ(X_U)Q > 07
trong do S, = f(x,y,z) =2y +2)2 — (x> +y? +2?) = y®> + 22 + 4yz — x%, con
Sy =1y, z, x), S, = f(z, x, y) dugc dinh nghia tuong tu.

Dbén day, ta chi viec st dung cac tiéu chuan ctia phuong phap la dugc.
Gia stt x >y > z, khi do6 ta c6
Sy=22+x*+4zx—y* 20, S,=x"+y’+4xy—2z">0
va
S+ Sy :212+4zx+4yz> 0.

Dox—z>y—z>0nén (z—x)? > (y—2z)? Tir d6 suy ra
Sx(y_Z)2+Sy(z_x)2+sz(x_y)2 2 (Sx+sy)(y_z)2 2 0. U

Loi binh. Mot diéu can chu y 1a khi sit dung phuong phap SOS, cac ban
can phai ching minh lai cac tiéu chudn ctia né. Nhiéu ban cau tha chi
ghi gonla Sy +S, >0,S, + S, > 0 roi suy ra diéu phai ching minh. Nhu
thé 1a chua dugc.

Ngoai cach st dung cac tiéu chuan SOS nhu trén, ta ciing c6 cach bién
ddi ma khong phai st dung tiéu chudn nao dua trén dong nhat thic don
gian:

D (x—y)lx—z)y—z) =0 (3)
Co thé thay diém mau chét gay kho khan trong viéc xit ly téng:
D =yl +y’+axy—27) >0
chinh la phan sé am & méi sé hang, ching han nhu —z* trong s6 hang
(x —y)?(x® +y% +4xy — z%). Néu ta dem cong véi tong Y (x —y)?(x —z)(y — z)

v6i mot s6 lugng thich hgp vao sé lam tang so lugng z? 1én 6 s6 hang nay
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va rat c6 thé sé thu dudc mot dai luong khong am. Cu thé, ta hy vong sé
c6 so k sao cho:

x2+yi+dxy — 22 +k(x—z)(y—2z) =0
& (x+yY)?+ (2 +K)xy —kz(x +y) + (k— 1)z > 0.

Quan sat mot chut, cho thé thiay ngay néu chon k = 2 thi ta sé viét dudgc
biéu thuc (x +y)? — kz(x +y) + (k — 1)z? dudi dang binh phuong. Tit do, ta
thu duge mot 16i gidi ngan gon thu vi sau: Bat dang thiic can ching minh
tuong duong vai

D =yt Ay —2)+2) (x—y)Plx—z)(y—2z) >0,

hay
Z(x—y)Q[(ery —z)* +4xy| > 0.

bong nhat thiec (3) da giup chung ta xtt Iy duge bai toan theo mot 16i SOS
rat thu vi dé€ dua dén mot bat dang thic hién nhién. Pay ciing 1a mot kinh
nghiém ctia chung toi tich lay dude khi tim hi€u vé phuong phap SOS.
Tat nhién, déng nhat (3) chi hiéu qua & cac bat dang thic déi xiing bac
4. Véi cac bat dang thic bac cao, chung ta can mot déng nhat thic téng
quat hon dé tang cuong tinh hiéu qua. Chung ta c6 mot két qua tha vi
sau (ban doc c6 thé tu ching minh): Cho f(x, y, z) la mét da thitc dbi xiing
v6i hai bién x, y. Khi do, ta cé thé phan tich:

Y [x—y)lx—2z)y—2) - flx, ¥, 2)] = (x—y*(y —2)*(z—x)* g(x, y, z)
trong doé g(x, y, z) la mét da thiic dbi xitng véi ba bién x, y, z.

Nho vao dong nhat thirc trén ma chung téi da xir ly thanh cong rat nhiéu
bat dang thic bing phuong phap SOS rat don gian chit khéng can phai
dung tiéu chuin phtc tap nao.

Cach 3. Panh gia khw can.

Mot huéng di khac thay cho dat 4an phu la tim cach danh gia pha can
thitc. Cu thé, ta sé tim cac danh gia thich hgp cho Vab, vbc, v/ca véi
chiéu > dé pha dau can. Thuong thi véi cac dang cin tich nhu thé nay,
cach pha cin thong dung la st dung bat dang thiic AM-GM. Tuy nhién, &
bai toan nay, né lai cho danh gia véi chiéu ngugc lai:

b b
\/abga;, vbe < ;—C, vea c;a

N

khong phai chiéu ta can. Cé cach nao d€ diéu chinh khong nhi?
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Mot y tudng thu vi & day 1a st dung nghich dao. Nhu da biét, véi bat dang
thiic duong thi nghich ddo ctia n6 sé dao chiéu. Do do6, ta c6 thé nghi dén
viéc viét Vab thanh 2 rdi danh gia:

2ab
Vab > 222 (4)
a+b

Nhu vay la sé pha dudc can thirc véi chiéu ta muén. Tuy nhién, mot diéu
can luu y 6 day la s6 0 khong c6 nghich ddo. Thé nén néu mot trong cac
can thiic c6 mot s6 bang 0 thi ta khong thé dung cach nay dude. Do do,
can phai xét truong hgp dé loai trir tinh huéng ngoai y mudn nay.

Néu trong a, b, ¢ c6 mot sé6 bang 0, chang han ¢ = 0, thi bat dang thic can
chiing minh sé tré thanh:

(a+b)Vab+ (a—b)?+a’*+b*> (a+b)
Cong viéc § day la kha don gian vi ta da c6 (a + b)vab > 2ab.

Tiép theo, ta xét truong hop a, b, ¢ > 0. Liic nay, ta da c6 thé stit dung dudc
(4). Bai toan dudc dua vé chiing minh

2(Z a) (Z acfb) +) (a—b)*> (Z a)2.

Sau khi thu gon, no c6 dang:

2<Za> <Z ac—l:)b> 24Zab—Za2.

Vi a+ b +c c¢o thé tach ra cac dai lugng a +b, b+ ¢, c + a lién quan dén
mau ctia cac s6 hang clia tong Y 2% nén ta c6 thé xit Iy rut gon vé trai
theo cach sau:

Vi=2y ab(iiiﬂ) =2y ab(1+ aib)

1
=2 b+ 2ab —

)_ab+2abe) ———

Khi d6, bat dang thic c6 thé viét lai thanh:

1+1+1
a+b b+c c+a

2abc< ) >2(ab+bc+ca) —a?—b*—c?

Pén day thi y tuéng tu nhién la st dung bat dang thiic Cauchy-Schwarz
dang cong mau dé lam gidm so6 luong cac phan thric:

1 N 1 N 1 9
a+b b+c c+a’ 2a+b+c)

17



va dua bai toan vé xét mot bat dang thiic méi:

9ab
_J99€ S 9(ab 4+ be + ca) — a? — b% — ¢
a+b+c
Tuy nhién, day chinh la bat dang thiic Schur bac ba. O

Lai binh. O day, ching t6i muén chu y véi cac ban vé cach tach cac tich
ab, bc, ca, abc duge st dung trong 16i giai trén.

Nhu ta da biét, nhitng bat dang thic ma trong cac trudng hop dau bang
ctia chung c6 truong hgp khong tai tam thi thuong khé danh gia hon cac
bat dang thic binh thuong. Nguyén nhan la & cac bo hoan vi. Mot bat
dang thuc déi xiing (hodc hoan vi) néu c6 dau bing tai bd (A, B, C) thi
cung sé dat duge dau bang tai cac hoan vi ciané la (B, C, A) va (C, A, B).
Do d6, dé danh gia thanh cong thi ta phai tim dugc mot danh gia sao cho
né dam bao dugc ca ba truong hgp. Ro rang rat kho!

Doi v6i cac bai toan c6 dau bang tai bién thi cach tach trén cho ta mot
ky thuat xit Iy dac biét hiéu qua. That vay, gia st ta can chung minh bat
dang thuc f(a, b, ¢) > 0 v6i dau bang 1a a = kb (k # 0), ¢ = 0 (va cac hoan
vi) chang han (6 day chi xin 1ay vi du mét truong hop cu thé dé phan tich,
con nhiéu trudsng hop khac cing cé thé xt ly tuong tu). Khi do, néu viét
dugce bat dang thiic trén duéi dang:

ab-g(a, b, c)+bc-g(b,c,a)+ca-g(c,a b) =0

thi ta chi can quan tam danh gia biéu thuc dai dién g(a, b, ¢) theo dau
bang a = kb, ¢ = 0 la @& ma khong can chu y nhiéu dén cac hoan vi ctia
bo nay. Néu danh gia thanh cong thi sau khi nhan thém ab vao hai vé, ta
sé thu dudgc mot danh gia cho s6 hang ab - g(a, b, ¢) v6i dau bang xay ra
tai ab = 0 va a = kb, ¢ = 0. Hién nhién danh gia nay sé ddm bao dugc ca
ba truong hgp hoan vi ctia a = kb, ¢ = 0.

Tir day, ta thay rang cac diéu kién sé cang thuan 1¢i hon néu ta tach ra
dudc s6 hang c6 dang abc - h(a, b, ¢). Liic nay, h(a, b, ¢) c6 thé dudc danh
gia kha 1a “vo tu”, bdi 1€ tai truong hop bién thi tich abc da bang 0 mat
réi, thé nén khi nhan vao thi kiéu gi cing dam bao dugc dau bang bién.

Cach 4. S& dung ham 16i.

Chéc han ban doc yéu Toan déu biét dén tinh chat thu vi sau ctia ham
16i: Néu ham sé f(x) lién tuc va 16i trén doan [a, b] thi gia tri 16n nhat ctia né
sé dat ducgc mot trong hai diém x = a hodic x = b, con déi véi ham l6m thi sé
la gia tri nhd nhat.

Thé nhung, lai khong c6 nhiéu ban nghi dén viéc sit dung tinh chat nay
vao giai toan. Mot trong nhiing nguyén nhan co6 1€ 1a 6 tinh chat cia ham
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16i. Nhu 6 trén da dé cap, ham 16i sé dat cuc dai tai bién va ham 16m sé
dat cuc tiéu tai bién. Nhung & bai toan nay thi lai khéng c6 bién ré rang,
cac bién c6 bién dudi nhung lai khong cé bién trén.

Mot diéu nira cang can phai néi dén 1a hau hét cac ban hoc sinh déu chi
c6 tam nhin “vi m6” ma chua c6 dén cai nhin “vi mé”. C6 nghia la dé bai
cho bat dang thiic bao nhiéu bién thi ciac ban chi nhin bing dung bay
nhiéu bién chtt khéong nghi dén tam nhin khac di. P6 la mot tam nhin sai
lam. Trén thuc té, dé c6 dudc 16i giai thanh cong thi ta nén bat dau bang
nhiing thi nhé nhat nhat, chu y dén moi khia canh.

Bat dang thiic da cho c6 dang déi xting v6i ba bién a, b, ¢, thé thi né ciing
la bat dang thic déi xing véi hai bién bat ky nao dé trong ba bién trén.
Chén han cac ban van con nhé chiing ta da hoc tit cap 2 rat nhiéu rang
cac bai toan déi xting hai an c6 thé dugc xt Iy hiéu qua bang phép dat an
phu téng-tich S = x +vy, P = xy nhd vao quan hé ctia chung: S? > 4P.

Cu thé hon, néu ta c6 dinh c thi bat ding thiic sé c6 dang déi xing véi a
va b. Khi d6, nho phép dat S = a+ b, P = ab, ta c6 thé chuyén bat dang
thuc vé dang:
g(S, P) > 0.

Khi d6, néu ta cé dinh S nita thi day sé chi con 1la mot bat dang thic véi
mot bién la P va luc nay P da duge chan mién véi di bién trén lan bién
dusi la [0, 5.

Dbén day, néu ta c6 thé suy xét dugc tinh don diéu hoac tinh 16i 16m ctia
gp(S, P) thi ciing c6 thé dua ra dudc két luan vé tinh chat cac cuc tri ciia
no6 dé réi tir do di dén 10i gidi.

Loi gidi chi tiét theo huéng nay nhu sau: bat f(a, b, ¢) = VT — VP. Khi do,

ta phai ching minh f(a, b, ¢) > 0. Co6 dinh cva S = a+b. Pat P = ab thi ta
c6 0 <P 572. Ta c6 bién déi:

\/E+\/B:\/a+b+2\/E: S+ 2VP

va (a—b)2+(b—c)?+(c—a)®’—(a+b+c)? = h(P), trong d6 h(P) 1a mot biéu
thic bac nhat ctia P. Do dé:

fla, b, ¢c)=(S+c) <ﬁ+ \/S +2\/5) +h(P) = g(P).

Néu ca hai s6 a, b déu bang 0 thi bat ddng thitc hién nhién ding nén ta
chi can xét trudng hgp S > 0 la da (ly luan nay la dé dam bao khoang
(0, 57) tén tai, ddm bao cho viéc xét dao ham clia g(P)). Dé thay ham sé
g(P) lién tuc trén [0, 5']. Ngoai ra, véi méi P € (0, 37), ta tinh dudgc:

1
g/(P)=(8+c)<1+ i >+k




trong do k 1a hé sbé cao nhat ctia h(P

). Ro rang ¢’(P) 1a ham giam ngat trén
(0, &) nén g(P) 1a ham 16m trén [0, &

|. Tt d6 suy ra

g(P) > min{g(O), g(sz)}, VP e [0, SZ}

Nhu thé, dé chiing minh bat dang thic da cho, ta chi can chiing minh
g(0) > 0va g() > 0. Mat khdc, ta lai dé thay:

g(0) = (5, 0, c), g(%) _ f(g S c).

Do d6, tit nhitng ly luan & trén, c6 thé thay rang ta chi can xét bat dang
thic tai hai trudng hgp: c6 mot s6 bang 0 hodc c6 hai s6 bang nhau, la
da. O huéng 3, ta da ching minh dude bat dang thitc dung tai truong
hop thit nhat. Nhu vay, ta chi con phai kiém tra truong hgp thit hai nita
la dugc.
Gia stt a = b. Khi d6, bat dang thiic tré thanh

(2a+c)(a+2vac) +2(a—c)* = (2a+c).
Sau khi khai trién va rut gon, ta phai chiing minh

4a+/ac + 2cv/ac + ¢ > Tac.

Vé 16n c6 dang tong, con vé bé c6 dang tich goi cho ta nghi ngay dén bat
dang thitc AM-GM d€ danh gia:

tav/ac + 2ev/ac + ¢ > 7/ (av/ac) ' (ev/ac)’e? = Tac. 0

Loi binh. Bang cach st dung ham 16i va bat dang thiic Karamata', ta sé
c6 thém cach nhin nhan téng quan hon cho nhiéu van dé, nidm bat dugc
ban chat tét hon. O

1Bt ddng thitc Karamata dudc xay dung dua trén khai niém bo troi va tinh chat tiép
tuyén ctia ham 16i:

Cho hai bé sé khong tang A = (a1, ag, ..., ay) va B = (by, by, ..., by,), trong dé a;, by déu
cung thuéc vao mét mién 1. Ta néi rang A tréi hon B, kij hiéu A = B, néu cdc diéu kién sau
dugc théa man déng thoi:

a; = by

ai +az > by + by

aj+ag+---+an—1 =2by+by+---+bnry
ag+a+---+an_1+an=by+bo+---+bn_1+by

Liic nay, néu f(x) la mot ham kha vi bac hai va 16i trén 1 thi:

flai) + f(ag) + - - -+ f(an) = f(b1) + f(b2) + - - - + f(bn).
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Nhian xét. Qua tim hi€u va nghién ctu tai liéu, chung toi suy doan rang
bai toan nay c6 xuat xa tir bai toan sau day: Cho a, b, ¢ 1a cac s6 thuc
khong am théa man diéu kién a + b + ¢ = 1. Chung minh rang

Va+(b—c)?+vb+(c—a)P2+c+(a—Db)2> V3. €]
Tat nhién, day chi 1a nhiing suy doan c¢6 tinh chti quan, nhung néu suy
xét Ky, cac ban sé€ thay bai VMO 2015 chinh 1a m6t mau chét quan trong

trong ching minh bat ding thic (8). That vay, binh phuong hai vé ctia (8),
ta thay noé tuong duong véi

QZ\/[aJr(b—c)?} [b+ (a—c)?] +Z((1—b)2 > 2.

Pén day, st dung bat ding thitc Cauchy-Schwarz, ta cé

> Jlatb—cp][b+(a—c)] > Y [Vab+(a—c)(b—c)]
=Y Vab+) (a—c)(b—c)
=Y Vab+ Y (a-b)
Do do6, dé ching minh (8), ta chi can chiing minh dugc

Y Vab+ Y (a-bP>1

hay
(Za) (Zm)+z(a_b)2> (Za) |

Pay chinh 1a bat dang thic vé phai trong bai sé 2 cia ¢ VMO nam nay.
Con vé trai c6 1€ tac gia da dat thém ra véi muc dich “gé diém” cho cac thi
sinh tham du ky thi.

N6i riéng vé bat dang thiic (8), né cing c6 mot xuat X rat tha vi... tir hinh
hoc. Chinh xac hon 1a tir su tuong tu héa moét bat dang thiic vé duong
trung tuyén ctia tam giac. Ta biét rang, trong mot tam giac véi do dai ba
canh la a, b, c thi:

mg +my +me < 2p.

Xét cac tam giacconttachuvip=1.Pata=y+z,b=z+xvac=x+y
vOix,y,z>0. Khido,tacox+y+z=1va:

o _ P42 —a®  20z+x)°+2x+y) - (y+2)°

@ 1 1
_~)2 )2
—x(xtytz) Y 47‘) i W 47‘).
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Tir phép bién ddi nay, ta thu dudgce bat dang thuc

\/X+(y;z)er\/er(z—4X)2+\/Z+(X—49)2 <o

C6 thé thay bat ding thirc (8) chinh 1a mét sy tuong tu héa bing cach
thay déi hé sé ctia cac binh phuong duéi dau can.

Nhu da dé cap, 6 phan cudi nay, chung t6i xin duge dé xuat mot téng quat
cho bat ding thic vé phai trong dé¢ VMO nam nay nhu sau (trudng hop
bai VMO chinh 1a tng véi n = 3):

Cho s6 tu nhién n > 2. Xét n s6 thuc khong am x,, x,, ..., x,. Ching minh
rang
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Bai toan 3. Cho sé nguyén duong k. Tim sé cdc sé tu nhién n khong vuot
qua 10* théa man dong thoi cac diéu kién sau:

i) n chia hét cho 3.

ii) cac chit sé trong biéu dién thap phan ctian thudc tap hop {2,0, 1,5} .

Loi giai. Vi 10* khong chia hét cho 3 nén ta chi can xét cac s6 tit 0 cho
dén 999...9, tic la cac s6 c6 khong qua k chir so.

k chit sb

bat S ={2,0, 1,5}, b6 sung cac chit sb 0 vao truéc néu can thiét, ta dua vé
x€ét cac s6 c6 dang a;a; ... ax v6i a; € S. Ta can dém cac s6 nhu vay va chia
hét cho 3. Chu yla aja; ... ax chia hét cho 3 khi va chi khi a;+a,+as+. . .+ay
chia hét cho 3, ta dua bai toan vé viéc dém sb cac bo (a;, as, as, ..., ax) € S¥
sao cho tong chia hét cho 3.

Dén day ta c6 cac hudng gidi quyét nhu sau.
Cich 1. Dung coéng thitc truy hoi.
V6ii=0,1,2, ta dat
Ani) ={(a;,as,a3,...,a,) € S"ay+ay+ a3+ ...+ a, =1i(mod3)}
va dat
an =AM, 0),by =A(n,1),cn = An,2).

Dé dang thay rang
a; = 1,b1 = 1,C1 = 2.

Xét phan tit (a;,ay,...,an, any1) cia A(n+1,0).

e Néu a,.; =0 thi (a;,as,...,a,) € A(n,0).
e Néu a,.; =2 hodc 5 thi (a;,as,...,a,) € A(n,1).
e Néu a,,; =1 thi(a;,as,...,a,) € A(n,2).

Ti day ta suy ra an+1 = an +2b,, + ¢, (1). Hoan toan tuong tu, ta cung co
bn—l—l = an +bn +2¢q (2)

va
Cn+1 = 2a, + bn +Cn (3)

T day ta tinh dudc a; = 5,by = 6,¢0 = 5,a3 = 22, b3z = 21,c5 = 21. COng cac
dang thuc (1), (2), (3) lai, vé theo vé, ta ¢6 a1 +bni1+Cnit = 4(an+bn+cn).
Tu day suy ra

an, + by +cq =4"

(Chu y rang diéu nay cing c6 thé suy ra dé dang bang quy tac dém).
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Tru (1) cho (2), trir (2) cho (3), trir (3) cho (1), ta dudc
Ani1 —bny1 =bn —Cny byt —Chny1 =Cn — Ay Cny1 — Qnyp = Qn — by
Do do, ani3 —bniz =bnio —Cni2 =Cni1 — Qny1 = an — by Tuong tu thi
bnis—Cniz=bn—Cn,Cniz— AQnig =Cn — an VOi MOi N.

St dung cac gia tri ban dau a;, bi,c; v6i 1 = 1,2,3 va tinh chat é trén, ta
suy ra rang

e Néu k chia hét cho 3 thi by =cx =ayx — 1.
e Néu k chia 3 du 1 thi a, = b, = ¢, — 1.
e Néu k chia 3 du 2 thi ay =c, = by — 1.
Tir day, két hop véi dang thiic a, + by + ¢, = 4%, ta suy ra két qua
e ax = -2 néu k khong chia hét cho 3;

o ayx = 4kT+2 néu k chia hét cho 3.

Cich 2. Dung da thitc va s6 phicc

Xét da thuc .
P(x) = (x* +1+x+x")
Ta co
Plx)=(2+1+x+x7) = Yyttt
(ai,as,...,ag)ESk
Ta thay téng cac hé sb ctia P(x) bang s6 cac bo (ai, as, ..., ax) € S* va bang
4%, Hon ntta s6 cac bd (a;, ap,...,ax) € S* sao cho a; + a; + ... + ax bang

tong cac hé sb ctia cac sd6 mu chia hét cho 3 trong khai trién ctia P(x).

bat P(x) = ap+ aix + apx> + asx®* + ... + asex®. Tacan tinh T = Y a3, 1a
tong cac heé sb chia hét cho 3 trong khai trién. Goi ¢ 1a nghiém ctia phuong
trinh x> +x+1 = 0 thi ta c6 ¢ = 1. Tit d6 dé dang suy ra 1 + e~ + 2 = 0 voi
moi k khong chia hét cho 3 va 1 + e + ¢2* = 0 v6i k chia hét cho 3. (x)

Ta co

Ap dung tinh chat (), ta suy ra P(1) + P(¢) + P(¢?) = 3T. Suy ra

P(1) +P(e) +P(e?)  4F e 4"
3 B 3

T=

Cudi cung, lai ap dung tinh chat () tasuyra T = 4kT*1 néu k khong chia
hét cho 3 va T = £32 néu k chia hét cho 3. O
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Nhan xét. Day 1a mot bai toan kha quen thuoc. Dang nay da gap 6 mot
s6 dé thi cia Rumani (2007), PTNK (2009) hay Lam Pong nam via roi.
Chang han dé thi PTNK 2009:

Cho s6 nguyén duong n. Cé bao nhiéu s6 chia hét cho 3, c6 n chit s6 va
cac chir s6 déu thuoc {3,4, 5, 6}?

Cai méi va cung la cai khé ctia bai toan nay 1a & chit s6 0 va xét tat ca cac
s6 nho hon 10* (cha khong phai 1a s6 ¢6 k chit s6). Tuy nhién, nhu da thay
trong 16i giai trén, két hgp hai cai khé va méi dé lai ta duge mot cai ca (va
dé!). Theo phuong phap cong thic truy hoi, c6 thé sé c6 mot sb6 ban gap
kho khi giai hé phuong trinh truy hoi (néu c6 2 day thi dé hon, 3 day kha
roi).

Néu khong xtt ly duge cai méi bang cach ly luan nhu trén va phai dém sb
cac s6 ¢6 n chir s6 lap tir {2,0, 1,5} va chia hét cho 3 thi ta sé dua dén cach
giai sau:

Goi A,,,Bn,C,, 1a s6 cac s6 c6 n chir s6 1ap tir {2,0,1,5} va chia 3 du 0,1,2
tuong ing. Khi détacé A; =1, (s6 0 tacoilasdé co 1 chirsd), By =1,C; =2

va
AnJrl - Q(Bn +Bn71 + ... +Bl) + (Cn+ Cnfl +...+ Cl) (1)7

BTL+1 :(An+An—1++A1)+2(Cn+cn—l++cl) (2)7
Cn+1:2(An—|—An,1—|—...—|—A1)+(Bn+Bn71+...+Bl) (3)

(hoc sinh rat dé bi nham ché nay)
Suyra A2 :4,B2 :5,C2 =3.
Trong (1) thay n bang n + 1, ta dugc

Anto=2Bn1+Boa+...+B)+(Chp1 +C+...+Cq) (4).
Lay (4) trit (1) ta duge
A'r1+2 - A'r1+1 = 2Bn+1 + Cn+17

tac la
Ante =Ani1 +2Bni1 + Gy

Tuong tu,
Bn+2 = An+1 + Bn+1 + 2Cn+17 Cn—|—2 = 2An+1 + Bn+1 + Cn+1-
Do vay, taco Ay =4,B; =5,Cy =3 va
Ant1 =An+2BL +C,Bri1 =An + By +2C,,, Crip1 =2A, + B + Cy

vei moi n > 2.
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Tiép theo ta giai gan giong nhu 16i gidi 1. Chu y dap s6 ctia bai toan la
A+ Ay + ...+ Ay va theo (1), (2), (3) thi téng nay bang

4Cx41 + Bxy1 — 2Ak 41
9 .

Trong tinh hudéng dé yéu cau chia hét cho s6 khac, khong phai 3 thi 16i
gidi sé thu vi hon nhiéu va trong tinh huéng d6, vai tro ctia ham sinh thé
hién r6 hon nhiéu. Ta xem xét thit mot s6 bai toan tuong tu sau:

Bai 1. (Pé tap huan déi tuyén IMO 2014) C6 bao nhiéu sb tut nhién c6 9
chit sb, trong d6 khong chia chit s6 0 va chia hét cho 11?

Bai 2. (VMO 2008) C6 bao nhiéu so6 tu nhién c6 2008 chir so, chia hét cho
9 va trong biéu dién clia n6é c¢6 khong qua 2 chi sé 9?

Bai 3. C6 bao nhiéu s6 tu nhién chia hét cho 7, c6 n chit s6 va méi chir s6
dugc lay tur tap hop {1, 3,4,6,7,9}?

Bai 4. C6 bao nhiéu sb tu nhién bé hon 5000 c6 téng cac chit s6 chia hét
cho 4?
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Bai toan 4. Cho duong tron (O) va hai diém B, C ¢6 dinh trén (0), BC khong
la dudng kinh. Mot diém A thay doi trén (O) sao cho tam gidc ABC nhon.
Goi E, F lan lugt la chan duong cao ké tir B, C cua tam giac ABC. Cho (1) la
duong tron thay déi di qua E, F va cé tam la 1.

a) Gid stt (1) tiép xtic v6i BC tai diém D. Chiing minh rang g¢ =/ <E.

b) Gid stt (1) cat canh BC tai hai diém M, N. Goi H la truc tam tam gidc
ABC va P, Q la cac giao diém ctia (1) véi dudng tron ngoai tiép tam gidac
HBC. Pudng tron (K) di qua P, Q va tiép xiic véi (O) tai diém T (T cing
phia A dbi véi PQ). Chitng minh rang dudng phan gidc trong ctia géc
/MTN luén di qua mot diém co dinh.

Loi giai.
a) Gia stt diém D nam trong canh BC, truéng hop diém D nidm ngoai chiing
minh tuong tu. Ta cé hai cach x Iy nhu sau:

Cach 1. Goi R, S 1an lugdt 1a giao diém ctia (I) véi BC (cac giao diém nay c6
thé tuong ung trung E, F trong truong hgp tam giac ABC can). Ta c6

AR AE AB

= RS || BC.

Do (I) tiép xtic v6i BC tai D nén

BD> BF-BR BF BR BF AB BF BE cotB
CD? CE-CS CE CS CE AC CE CF cotC’

A ~ DB __ cot B
Va'y ta co DC — \/ cot C*
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Cach 2. Goi X,Y lan lugt 1a giao diém ctia (I) v6i BE,CF. Ta c6 BD? =
BX - BE,CD? = CY - CF (phuong tich v6i duong tron (I)).

Hai tam giac BXF, CYE c6 /XBF = ZYCE, Z/BXF = ZCYE nén dong dang. Suy

ra
BX BF cos B

CY CE cosC

Do do,
BD? _ BX BE cosB sinC  cotB

CD2 CY CF cosC sinB cotC

BD B cot B
CD VecotC’

b) Truong hgp tam giac ABC can tai A, bai toan hién nhién duang.

hay

Xét truong hgp tam giac khong can 6 A, khong mat tinh tong quat, gia st
AB < AC. Goi G la giao diém ctia EF va duong thang BC.

Xét cac duong tron (BHC), (I) va duong tron duong kinh BC. Ta thay:
e Truc dang phuong ctia (BHC), (I) 1a PQ.
e Truc dang phuong ctia (I) va duong tron duong kinh BC 1a EF.
e Truc dang phuong ctia (BHC) va dudng tron duong kinh BC 1a BC.

Do d6, PQ, EF, BC déng quy tai tam dang phuong ctia 3 dudng tron nay. Ta
c6 GT? = GP- GQ = GM - GN nén duong tron (TMN) cang tiép xuc véi (O)
tai T.

Do d6, ta ¢c6 Z/GTM = ZGNT (cung chan cung TM ctia duong tron (K)).
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Theo tinh chat géc ngoai ctia tam giac thi Z/GNT = ZNTC + ZNCT. Hon
nua, do GT tiép xuc véi (O) nén Z/GTB = ZGCT. Trit tuong ung ting vé 2
dang thrc, ta dude /BTM = ZCTN.

T day dé thay phan giac ctia goc Z/MTN va ZBTC la trung nhau hay phan
giac ciia /ZMTN di qua trung diém | ctia cung BC khong chiia A, day la
diém cé dinh.

Ta c6 dpcm. O

Nhan xét. Vé cau a cua bai toan, c6 thé noéi day la mot phan tuong doi
hay, n6 khong qua don gidn nhung cting dit dé dé hoc sinh c6 thé tu tin
va thodi mai d€ bat tay vao thir stic. Viéc st dung tinh chéat co ban ctia
phuong tich ctia dudng tron sé dan dén su xuat hién moét cach tu nhién
cua cac diém R, S, X,Y nhu trén.

Ngoai ra, v6i hoc sinh nao khong quen véi viéc ké duong phu, ta con c6
thé lap luan bang ti s lugng giac truc tiép, khong can vé thém bat cu gi
nhu sau:

Ky hiéu E la goc /DEF = /BDF, bing bién déi goc, ta c6
/B = /AEF = 180°—(LE+/CED) = 180°— (LE+180°—(£C+F)) = /C+/F—/E.
Suy ra /B + /E = /C + £F. Do d6 /BFD = ZCED, ZCFD = /BED.

Xét ti 1é dién tich cac tam giac

BD Sisp  FB-FD - sinBFD . sinBFD
= = = CO :
CD  Sicp FC-FD.sinCFD _ © sin CFD

va
BD  Sggp EB-ED-sinBED 1 sin BED

CD  Sgcp EC-ED-sinCED  cotC sinCED’
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Suy ra

BD\® cotB _ BD _ feotB

CD) cotC ~CD VecotC
Loi giai nay da phat hién ra mot sé cap goc bang nhau nira va bién doi
cung kha nhe nhang.
Khai thac thém mo hinh nay, ta cing phat hién ra thém kha nhiéu diéu
thu vi:

1. B6n diém R, S, X,Y la cac dinh ctia mét hinh chi nhat.
2. Puong thang néi giao diém ctia DE, CF va DF, CE song song véi BC.

Ta cung thay rang, ngay tir dau, hoc sinh cang sé thac mac vé cach dung
ctia duong tron (I), tic la dudng tron di qua 2 diém cho trudc va tiép xuc
v6i 1 duong thing. Nhiéu ban vé hinh biang cam tinh, dung duong tron (1)
trude va chinh diéu nay da khién ho khong di sau vao ban chat cua bai
toan va trén co sé do, gidi quyét dudc cau b.

D6 chinh 1a giao diém G ctia EF, BC trong 16i gidi ctia bai toan da néu. Ta
thay rang GE - GF = GD? hay GD chinh la trung binh nhan ctia hai doan
GE, GF, hoan toan dung dudc. Chu y rang, ¢6 2 diém D nhu vay, mot diém
nam phia trong doan BC va mot nam phia ngoai doan BC, hai diém nay
cung véi B, C 1ap thanh mot hang diém diéu hoa.

Dén day, ta phat hién ra rang can phai c6 cau nhan xét nhu dau tién dé
han ché viéc phu thudc hinh vé, do dé khong néu ro 1a tiép xac véi canh
hay véi dusng thang BC.

Ta cting dé€ y rang néu goi L 1a chan dutng cao goc A ctuia tam giac ABC

thi ©B — LB nen bai a tuong duong véi LB = DB

Mot cach tu nhién, ta dat ra cau hoéi téng quat: Diéu kién nao déi véi bo
di€ém A’ B’,C’ nam trén cac canh BC, CA, AB ctia tam giac ABC theo thu
tu, AA’,BB’,CC’ dong quy va duong tron di qua B’, C’ tiép xuc véi BC tai
A; thi

A'B  AB? 0

A'C  ACY
Ngoai ra, néu xét cac duong tron tuong tu theo goc do B, C thi ca ba dudng
tron vé dudc sé co dac diém gi? Pay la cac y khai thac rat tha vi cho bai
toan nay.

Veé cau b ctia bai toan, cang tuong tu nhu nhiing bai toan vé yéu toé co
dinh trong cac ky thi VMO, TST gan day, bai 4 lan nay doi héi hoc sinh
kha nang phan doan, suy luan tét va nhat la kha nang "don gidn hoa" bai
toan, tim ra yéu té quyét dinh trong mot loat gia thiét c6 vé phuc tap va
"it tac dung".
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Bai toan nay c6 1é dugc phat trién tir b6 dé sau: Cho tam giac ABC va
M, N la cac diém thuoc BC, mot diém T nam trén duong tron (O). Khi do,
néu duong tron (TMN) tiép xtuc véi (O) tai T thi Z/BTC,Z/MTN c¢6 chung
duong phan giac trong.

B6 dé nay c6 thé ching minh bang cong goc nhu 16i gidi trén, hoac st
dung phép vi tu tam T bién M, N thanh X, Y thuodc (O) thi XY || BC va ta c6
két qua trén.

Do vay, v6i nhitng hoc sinh da nhin ra tinh chat GT tiép xuc véi ca (TMN)
va (O) thi chi can manh dan bé qua nhiing "yéu t6 thia" trong deé 1a sé co
ngay loi giai.

Ta c6 thé du doan di€m cb dinh thong qua viéc xét hai diém A déi xing
qua trung truc BC, tit d6 suy ra diém cé dinh cach déu B va C, sé dé dua
dén két luan hon.

C6 kha nhiéu dudng tron gop mat trong bai toan, nhung véi nhirng hoc
sinh c6 kinh nghiém thi viéc st dung tinh chéat truc ddng phuong dé cé
cac duong déng quy la diéu dé hiéu. Du dé bai dudc phat biéu tuong déi
dai va phiic tap, nhung khong phai la kho dé xit ly nhiing chuyén nay.

Trén thuc té, ta c6 thé gidi ma khong can su c6 mat ctia E, F. Van v6i xuat
phat tir truc dang phuong, xét 3 duong tron (BHC), (0), (TPQ) thi sé c6
tiép tuyén tai T di qua giao diém ctia BC, PQ.

Su kién EF cung di qua G c6 thé sé dan dén nhiéu tinh chat méi hoac néu
két hgp véi cac tinh chat ci cing sé dua ra nhiéu bai toan khac dé khai
thac. Duéi day 1a mot bai toan mé rong do ban Nguyén Van Linh dé xuat:

Cho tam giac ABC noi tiép duong tron (O). Mot duong tron bat ky di qua
B, C va mot duong tron (J) khac thay déi cat BC tai M, N va cat (I) tai P, Q.
buong tron di qua P, Q va tiép xuc véi (O) tai T nam cuing phia véi A so v6i
BC. Khi d6, phan giac goc MTN luén di qua trung diém cung BC khong
chua A.
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Bai toan 5. Cho day da thitic f,,(x) dudc xac dinh béi
fo(x) = 2,f1(x) = 3x, fn(x) = 3xfr_1(x) + (1 —x — 2%*)f_o(x),¥n > 2.

Tim tat ca cdc gia trin dé da thitc f, (x) chia hét cho da thiic x* — x? + x.

L&i giai. Tir cong thuc truy héi da cho, ta bién déi nhu sau

fn(x) = 3xfro1(x) + (1 —x — x%) fr_1(x)
S fu(x) = (x+ 1) fr1(x) = 2x — 1) fr1(x) — (2x — 1) (x + 1) fru_2(x)
S fa(x) = (x+ 1) frq(x) = (2x = 1) [fa1(x) — (x + 1) fr—o (x]]

Suy ra

(%) — (x+ 1) faoa(x) = (2x — D)™ (%) — (x + 1) fo(x)] = (2x — 1) (x — 2)
Sfax)—(2x—1)" = (x+ 1) [fa_i(x) — (2x— 1) !

T day ta co
fr(x) = (2x =)™ = (x + )" [fo(x) — (2x = 1)°] = (x + 1)"

hay
fax)=2x—1D" "+ (x+1)™.
bat Q(x) =x* —x* +x =x(x* —x + 1).

Vi f,, (x) chia hét cho da thtrc g(x) = x*—x?+xnén f, (0) = 0hay 1+(—1)" =0
nén n lé.

Va fo(—2) = — (5™ + 1) (do n 18) chia hét cho (—2)> — (—2)+ 1 =7. Do 125 =
—1(mod7) nén ta xét cac truong hop sau

en=3k klé, taco5"+1=5%+1=(—1)+1=0(mod7)

en=3k+1,kchin,taco 5" +1=5-5%4+1=6(mod7)

en=3k+2 klé, taco 5™ +1=25-5*%+1=—-24=3(mod7).
Tt do, ta suy ra diéu kién can ctia n 1la n = 3k véi k 1é.

Khi do f, (x) = (x + 1)** + (2x — 1)**(x + 1)® + (2x — 1)® v6i moi k.

Nhan thay (x + 1)° 4+ (2x — 1)* = 9x® — 9x2 + 9x chia hét cho da thttc g(x) nén
ta c6 n = 3k véi k 1a s6 tu nhién 1é théa man. Dat k = 2m + 1 v6i m nguyén
thin =6m+ 3.

Vay tat ca cac s6 n can tim cé dang 6m + 3 v6i m 1a s6 nguyén duong. [
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Nhin xét. Ta c6 thé tim ra dugc cong thuc téng quat clia day da thuc da
cho bang cach coi x 1a hang s6 va xay dung s6 hang ctia day s6 tuong ung,
tuc la xét day so

Uy = 2,u1 = 3X,
Uy = 3XUp_1 + (1 —xX— 2x2) Un_9

v6i x 1a tham s6 thuc nao do.
Xét phuong trinh dac trung t* —3xt+2x*+x—1=0&t=x+1,t =2x— 1.

Suy ra u, = «(x+1)" + B(2x —1)". Dua vao ug,u, ta tim dugc o« = g = 1.
Do do, fn (x)=(x+1)" 4+ (2x —1)".

Mot cach khac dé 1am 1a du doan cong thiic thong qua viéc tinh toan trudce
vai gia tri:

[ fl :?)X,

fy = 5x2 — 2x + 2;

fz = 9%3 — 9x2 + 9x;

fq = 17x* — 37x3 + 30x% — 4x + 2.

Ta thay hé s6 bac cao nhat ctia cac da thirc c6 dang 2™ + 1 va hé s6 cudi la
0 va 2 luan phién nén du doan da thtc can tim ¢é dang (2x +1)" +(x & 1)".

Kiém tra truc tiép, ta thay da thic can tim la (2x —1)™ + (x +1)™ va dén
day chi can quy nap la xong. Ngoai ra, ta c6 th€ giai quyét y con lai 1a tim
n dé c6 su chia hét bang cach dung s6 phtc nhu sau:

Do f,(x) chia hét cho x> —x?> +x nén f,,(0) = f, (&) = f,, (¢2) = 0 v6i ¢ la sb
phtuc théa e —e +1 = 0.

Tacung c6 e =—1vae ¢ R. Taco f,(0) =0nén nla sé1é. batn =2k + 1
thi
fo(e) = (26 — 1) 4 (e + 1)*¢H!
=(2e —1) (482—4€+1)k+(€+1) (£2+2£+1)k

= (26 — 1) (=3)* + (e + 1) (36)" = (—3)* ((25 — 1)+ (e + 1)(—5)k>
Do f,, (¢) =0 nén ta can c6 (¢ + 1)(—¢)*
Ssau:

+ (2e — 1) = 0. Ta xét cac truong hop

o VGik =3tthi (e+1)(—e)+2e—1=(e4+1)(—¢)*"'+2e—1 = (e+1)+2e—1=
3e # 0, khong thoa.
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e VGik =3t+1thi (e+1)(—e)+2e—1=(e+1)(—e) """ +2e—1 =
(—e? —¢)+2e —1=0, théa man.

e Vi k =3t+2thi(e+1)(—e)+2 —1=(e+1(—e) " +2e—-1=
(e2—1)+2¢ — 1 # 0, khong thoa.

Tir d6 suy ran = 2(3t+ 1) + 1 = 6t + 3 théoa man. Budc thir lai thuc hién
tuong tu.

Ta thay bai toan nay thuoc dang tuong déi chuan vé tinh chia hét ctia da
thirc két hgp véi da thuce xac dinh béi hé thice truy hoi. Bai toan dat é vi
tri dau tién ctia ngay 2 cting véi hai bai khac khé hon han khién cho bai
toan nay duong nhu la lua chon duy nhat cho cac thi sinh.

Dang da thuc xac dinh bdéi truy hoi nay cung khong phai qua xa la, it
nhat 1a v6i da thitc Chebyshev néi tiéng; tuy nhién, nhiéu thi sinh t6 ra
lung tung va khong giai quyét dudc tron ven bai toan nay la diéu rat dang
tiéc.

Dudi day la mot bai tuong tu:

Cho day da thitec f,(x) xac dinh béi cong thuc

fo(X) = 2, fl(X) =2x + 2,
fri2(x) = (2x + 2)fn 1 (x) = (X + 2x = 3)fu(x),n > 1

Tim tat ca cac gia tri n sao cho f,,(x) chia hét cho x? + 2x + 5.
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Bai toan 6. VGi a,n nguyén duong, xét phuong trinh a’*x + 6ay + 36z = n
trong dé ,x,y, z la cac sé tu nhién.

a) Tim tat cd cdc gia tri ctia a dé véi moi n > 250, phuong trinh da cho
luén co nghiém (x,y, z).

b) Biét rang a > 1 va nguyén té cting nhau véi 6. Tim gia tri 16n nhat cia
n theo a dé phuong trinh da cho khong cé nghiém (x,y, z).

Loi giai. Ta sé st dung b6 dé quen thuoc sau:

Cho cac s6 nguyén duong a,b nguyén t6 cung nhau. Khi dé, s6 nguyén
I6n nhat khong biéu dién dugc dudi dang ax + by v6i x,y tu nhién la
Ny = ab — a — b. Né6i cach khac, Ng = ab — a — b + 1 1a s6 nguyén duong
nho nhat sao cho phuong trinh ax + by = m ¢6 nghiém tu nhién véi moi
m > N. (Pinh ly Sylvester).

a) Gia st a 1a mot gia tri théoa man diéu kién dé bai. Ta sé€ néi ngan gon sb
n l1a “bi€u dién dudc” néu tén tai x,y, z tu nhién sao cho

a’x + 6ay + 36z = n.

RO rang (a,6) = 1 vi néu ngudc lai, gia st (a,6) = d > 1 thi a’*x + 6ay + 36z
chia hét cho d. Ta chon n > 250 va n khong chia hét cho d thi dan dén
mau thuan.

Dé thay rang diéu kién can dé moi n > 250 bi€u dién dudgc la (a,6) = 1. Dé
y rang

a*x + 6ay + 36z = a®x + 6(ay + 6z) = a(ax + 6y) + 36z
Ap dung b6 @é trén, ta thay cac sb

6a’—a’—6=5a’>—6va36a+36—a=235a+36

tuong Ung la cac s6 16n nhat khong bi€u dién dugc trong titng cach biéu
dién. Suy ra
5a* —5 < 250, 35a + 36 < 250

Suy ra a < 7. Két hogp véi diéu kién (a,6) = 1 suy ra chi c6 a = 1,a = 5 théa
man.

Ta sé ching minh a = 1, a = 5 cung chinh 1a cac s6 can tim. That vay,

V6i a =1, ta co x + 6y + 36z = n, phuong trinh luon c6 nghiém la (n;0;0).
V6i a = 5, ta chitng minh moi s6 n > 250 déu biéu dién dudc duéi dang
25x + 30y + 36z V6i x,y, z tu nhién. Ta viét

25x + 30y + 36z = 25x + 6(5y + 6z — 20) + 120.
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Ap dung bd dé, moi sé tu nhién khong nhé hon 20 déu c6 thé biéu dién
dudc dudi dang 5y + 6z nén suy ra moi sbé tu nhién déu cé thé biéu dién
dudi dang 5y + 6z — 20 v4i y, z tu nhién.

Tuong tu, moi sé tu nhién khoéng nhé hon 120 déu biéu dién dugc duéi
dang 25x+6u. V6i m > 250 thi m—120 > 120 > 120 nén ton tai x va u tu nhién
sao cho m — 120 = 25x + 6u. Lai chon y, z tu nhién sao cho u = 5y 4 6z — 20
thi dugc m — 120 = 25x + 6(5y + 6z — 20). Suy ra m = 25x + 30y + 36z.

Vay tat ca cac giatriacantimla a=1,a = 5.
b) Ta chiing minh bai toan tdng quat sau: Cho cac sé nguyén duong a va
b nguyeén t6 cung nhau. Khi do6
N=a’b+ab*—a’—b*—ab+1
la s6 nguyén duong nhoé nhat dé phuong trinh a’x + aby + bz = m ¢6
nghiém tu nhién véi moi m > N.
That vay, néu m > N, ta viét phuong trinh a?x + aby + b?z = m duéi dang
alax+by—(ab—a—b+1)+b’z=m—a’b+a’*+ab—a
Do m —a’b +a?+ ab —a > b%2a—b?—a+ 1 nén theo bé dé & cau a, tén tai
u, z tu nhién sao cho
m—a’b+a®+ab—a=au+ b’z
Lai ap dung bé dé, ton tai x,y tu nhién sao chou+ab—a—b+1 = ax+by.
Khi do
m—a’b+a’+ab—a=a(ax +by — (ab—a—b+1))+b’z & m = a®x+aby+b’z
Cubi cuing, ta ching minh sé a?b + ab? — a? —b? — ab khong biéu dién dugce
duéi dang a’x + aby + b?z v6i x,y, z tu nhién.
That vay, gid stt ngudgc lai, néu ton tai x,y,z tu nhién sao cho
a’b + ab? — a®> —b? —ab = a’x+ aby + b’z
thi a?(b—1—x) +b?(a—1—2z) = ab(y +1). Suy ra hoac b — 1 —x > 0 hoac

a—1—z > 0. Khong mat tinh téng quat, gid st b — 1 —x > 0. Ta viét dang
thuc trén dudi dang a*(b—1—x) =b(ay +bz—ab+ b+ a).

Do (a%,b) = 1 nén tit day suy ra b — 1 — x chia hét cho b. Biéu nay mau
thudin vi0 < b —1—x < b. Do d6, a’b + ab? — a? — b? — ab khong bi€u dién
dugc dudi dang a’x + aby + b2z véi x,y, z tu nhién.

Bai toan dudc chung minh.

Cau b ctia bai toan nay chinh la truong hgp dac biét ctia bai toan vira
phat biéu v6i b = 6 nén s6 n 16n nhat khong biéu dién dugc duci dang
a?x + 6ay + 36z v6i x,y, z tu nhién 1a sé 5a% + 30a — 36. O
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Nhan xét. Chu deé dinh ly Bezout, thuat toan Euclid 1a mét cht dé quan
trong trong chuong trinh s6 hoc. Néu nam ving chti dé nay thi cing sé
nam dudc dinh ly Sylvester va lam quen véi bai toan Frobenius vé cac
dong xu. Pay la noi dung da gap trong kha nhiéu dé thi, vi du nhu dé thi
IMO 1983, VN TST 2000. Cu thé la:

Bai 1.(IMO 1983) Cho a,b,c la cac s6 nguyén duong doi mot nguyén to
cung nhau. Chiing minh rang 2abc-ab-bc—ca 1a s6 nguyén 16n nhat khong
bi€u dién duge dudi dang abx + bey + caz véi x,y, z 1a cac sb tu nhién.
Bai 2. (VN TST 2000) Cho q, b, ¢ d6i mot nguyén t6 cung nhau. S6 nguyén
duong n dudc goi la s6 buéng binh néu khong biéu dién dudc dudi dang
abx + bey + caz trong do x,y,z 1a cac s6 nguyén duong. Héi co tat ca bao
nhiéu s6 buéng binh?

Bai 3. (Titu Andreescu, 104 Number Theory Problems) Cho a va n la
cac s6 nguyén duong. Chung minh riang sé6 nghiém nguyén khong am
(x,y,z) clia phuong trinh ax + by +z = ab la

[(a+1)(b+1) + (a,b) +1].

N | —

bPinh ly Sylvester thuc ra dugc phat biéu day di nhu sau (xem thém tai
lieu So hoc qua cac dinh ly va bai toan):

Cho a,b la cac s6 nguyén duong nguyén té cung nhau. Chirng minh rang
Ny = ab — a — b 1a s6 nguyén 16n nhat khong biéu dién dugc dudi dang
ax + by véi x,y la cac s6 nguyén khong am. Hon ntra, v6i moi p, ¢ nguyén
v6i p + q = Ny, c6 dung mot trong hai sb p, q biéu dién duge duéi dang
ax+by v6i x,y la cac s6 nguyén khong am (ma ta goi tat 1a biéu dién dugc).

Pinh ly nay dudc ching minh théng qua bé dé sau:

B6 dé. Cho a,b la cac sé nguyén duong nguyén té cung nhau va b > 1.
Chuiing minh rang v6i moi s6 nguyén N, ton tai duy nhat cap sé nguyén
x,y théa man diéu kién N = ax+byva o <x<b.

Chitng minh bé dé.

Do (a,b) = 1 nén theo dinh ly Bezout, ton tai x,y sao cho N = ax + by.
Bay gio chia cho b, ta dudc x = bq+x, v6i 0 < xp < bva taco N =
a(bq +xg) + by = axg + b(y + qa). Tinh tén tai duge ching minh. Tinh duy
nhat 1a hién nhién vi néu c6 2 biéu dién nhu thé thi ta c6 ax+by = ax’+by’,
suy ra a(x —x’) = b(y’ —y). Suy ra x — x’ chia hét chob. Ma 0 < x,x’' < b
nén diéu nay vo ly.

Quay tré lai dinh ly, néu n > Ny. Ap dung bd dé, tén tai x,y nguyén sao
chon =ax+byvei0 < x <b.Suyraby >ab—a—b—ax =ab—a(b—1) = —b.
Suy ra y > 0. Vay ta da tim dudc x,y tu nhién sao cho n = ax + by.
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Néu N, biéu dién dudc thi ta c6 ab —a — b = ax + by véi x,y > 0. Ta c6 hai
biéu dién ab—a—b = a(b—1)+b(—1) va ab —a — b = ax + by. Tt tinh duy
nhat § trén, ta suy ra y = —1, mau thuan.

Vay Ny khong biéu dién duge. Do N, khong bi€u dién dugc nén néu p+ q=
Ny thi chi c6 nhiéu nhat 1 trong 2 s6 p, q biéu dién dudc. Cudi cuing, néu
p khong biéu dién dudc thi chon x,y sao cho p = ax+ by v6i 0 < x < b thi
ta phai c6 y < 0. Luc d6

q=Ny—p=ab—a—-b—-—ax—-by=a(b—1—-x)+b(—y—1)

biéu dién dugcdob —1—x>0va —y—1> 0.

N6i thém vé bai toan Frobenius vé nhiing dong xu. Pay la bai toan xac
dinh s6 tién 16n nhat khong thé tra duge khi chi st dung cac déng xu c6
ménh gia c6 dinh nao dé. Vi du véi cac dong xu ménh gia 3 va 5 don vi thi
s6 tién 16n nhat khong tra dudc 1a 7 don vi. S6 16n nhat véi méi bo sé6 nhu
thé ta goi la s6 Frobenius.

Mot cach toan hoc, bai toan duge phat biéu nhu sau: Cho cac sé nguyén
duong a;, ay, as, ..., a, c6 wéc chung 16n nhat la 1. Tim s6 nguyén 16n nhat
khong biéu dién dude duéi dang k;a; +kpas+...+kna, voi ki, ko, ..., ky 14 céc
s6 nguyén khong am. S6 nguyén 16n nhat nay dudgce goi la s6 Frobenius va
thuong dudc ky hiéu la g(ay, as, ..., an).

V6i n = 2, bai toan nay c6 16i giai tron ven va dé chinh la dinh ly Sylvester
da néu. Xa hon ntta, ngudi ta da ching minh dugc mot s6 két qua lién
quan nhu:

1. Binh ly Schur khang dinh ring véi diéu kién cac s6 nguyén duong
a, as, as, ..., a, ¢6 uéc chung I6n nhat la 1 thi sé6 Frobenius ton tai.

2. g(a,b,c) > V3abc—a—b—c

3. V6i n bat ky, tim ra dudc cong thirc ham g cho cac cap sé cong, cap
s0 nhan, ngoai ra 1a moét s6 danh gia chan trén, chan dudi.

Nhu vay v6i n > 2 va cac bat ky thi tinh téi nay chua tim duge cong thirc
tuong minh cho ham g(ai, a,, ..., a,) va co6 vé huéng di nay khong kha thi.
Trong khi do6, v6i mot sé luong déng xu cb dinh, tén tai thuat toan dé tinh
s0 Frobenius trong thoi gian da thic (tinh theo logarith ctia gia tri tién xu
c6 trong dur liéu vao). Hién chua c6 thuat toan thoi gian da thuc theo s6
dong xu, va bai toan téng quat khi gia tri dong xu la 16n tuy y la bai toan
NP-kho.
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Bai toan 7. C6 m hoc sinh nit va n hoc sinh nam (m,n > 2) tham gia mét
lien hoan song ca. Tai lién hoan song ca, méi buéi biéu dién mét chuong
trinh van nghé. Méi chuong trinh van nghé bao gom moét sé bai hat song ca
nam - nit ma trong dé, méi déi nam — nit chi hat véi nhau khong quda mét bai
va méi hoc sinh déu dudc hat it nhat mot bai. Hai chuong trinh dudc coi la
khdc nhau néu cé mét cip nam — nit hat véi nhau & chuong trinh nay nhung
khong hat véi nhau & chuong trinh kia. Lién hoan song ca chi két thiic khi
tat ca cac chuong trinh khdc nhau cé thé cé déu dugc biéu dién, méi chuong
trinh dudc biéu dién diing mot lan.

a) Mot chuong trinh dudc goi la lé thudc vao hoc sinh X néu nhu hiy tat
ca cac bai song ca ma X tham gia thi cé it nhat méot hoc sinh khdc
khong dudc hat bai nao trong chuong trinh dé. Chitng minh rang trong
tat cd cac chuong trinh 1é thudc vao X thi sé chuong trinh cé sé 1é bai
hat bang sé chuong trinh ¢6 sé6 chan bai hat.

b) Chitng minh rang ban té chiic lién hoan cé thé sap xép cdc budi biéu
dién sao cho sé cdc bai hdt tai hai buéi biéu dién lién tiép bat kij khong
cting tinh chan lé.

Loi giai.

a) Ta danh s6 cac hoc sinh nit theo thu tu tir 1 dén m va cac hoc sinh nam
tir 1 dén n. Ung v6i mbi chuong trinh vin nghé, ta biéu dién viéc ghép cap
clia cac cap nam nu song ca thanh mot bang m x n gom m hang n cot
nhu sau: Bang sé dugce danh s6 1 hoac 0, trong d6 6 nam 6 hang i cot j
dugc dién s6:

e SO 1 néu hoc sinh nit th1t i va hoc sinh nam tht j ¢6 hat véi nhau.

e SO 0 néu hoc sinh nit thi i va hoc sinh nam thu j khong hat véi
nhau.

—| = O~ O
OO0 OO
el L Ll el
== OO O
| O Of b

Mot bang goi 1a tét néu trén méi hang va méi cot déu phai c6 it nhat mot
sb 1. RO rang theo dé bai thi tat ca cac bang bi€u dién cho chuong trinh
déu la tét vi hoc sinh nao cting c6 bi€u dién.

Xét mot hoc sinh X nao d6, gia st d6 la ni; truong hgp hoc sinh nam
chung minh tuong tu. Chuong trinh nao doé 1é thuoc hoc sinh X néu nhu
trén bang tuong ing ctia no, ton tai it nhat 1 cot c6 dung mot sé6 1 nam
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trén hang cua X, ta goi bang nay la 1€ thuoc X va cot nhu thé la cot 1é
thuoc X.

Ta can chirng minh rang, trong cac bang 1€ thuoc X, s6 bang c6 sé cac sb6
1 chan bang sb bang c6 sb cac s6 1 1é.

That vay,

Xét truong hgp trong bang co6 k cot 1é thude X thi ro rang k < n vi néu
khong, ngugc lai, k = n thi toan bo cac 6 trén hang X déu la 1, con tat ca
cac 0 con lai cia bang déu la 0. Do m > 2 nén ton tai mot dong toan la so6
0, mau thuan. V6i k < n, ta b6 k cot dé ra khéi bang thi trén bang sé mat
di dang k s6 1. Méi 6 trong n —k 6 con lai cia hang X sé dugc dién s6 0
hodc 1 tuy y vi cac cot con lai déu con it nhat mot sé6 1 nita khong thuoc
hang X. Do déd, néu ta bé luén hang X di thi bang con lai van 1a tét.

Suy ra sb6 bang 1é thudc X trong truong hgp nay sé la 2" * nhan véi sb
lugng bang tot co6 kich thuée (m — 1) x (n — k) con lai. Trong moéi bang do,
ta chon mot 6 bat ky ctia hang X va thay daéi s6 tit 0 — 1,1 — 0 thi sé dan
dén thay d6i tinh chn 1é ctia sb cac sé 1 trén bang.

Do d6, ro rang ton tai mot song anh di tit tap hgp cac bang 1é thude X co
s6 cac sb 1 chan dén tap hgp cac bang 1é thuoc X co sb cac so6 1 1é.

Do d6, s6 luong hai loai bang nay la bing nhau. Ung v6i méi k = T,n — 1
va cac cach chon k cot phu thuoc X thi s6 lugng bang c6 sé 1 1é va chan
déu bang nhau, vi thé nén téng sb6 bang c6 sb cac sb 1 1€ bang v6i bang c6
s cac sb 1 chan. Ta c6 dpcm.

b) Tiép theo, ta dat f(m,n) va g(m,n) lan lugt 1a s6 cac bang tét m x n cé
chan va 1€ cac s6 1. Xét mot hoc sinh ntr tuty y, dat 1a X. Ta xét cac trudng
hgp sau:

e Néu ton tai mot cot nao dé 1é thuoc X thi theo cau a, s6 bang cé so6
cac 1 chan bang sb bang cé sb cac sbé 1 1é, dat gia tri nay 1a h(m,n).

e Néu khong ton tai cot nao 1é thudc X thi bé hang tuong ung ctia X
di, ta con lai mot bang tét c6 m — 1 hang va n cot.

Mat khac, s6 truong hdp ma hang X ¢6 sb 1€ va ¢6 sé chan 6 dién s6 1 lan
lugt 1a

C= > C¢ (do hang X khong thé toan 1a sbé 0)

a=0( mod 2),a>0

Ta biét rang (1+x)" = CY% + Clx + C2x? + ... + C'x™ nén véi x = —1, ta c6
ngay L =C+ 1.
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Chu y la tinh chan 1é ctia s6 cac s6 1 thuoc dong X sé quyét dinh dén tinh
chan 1€ ctia bang con lai nén ta co6 cong thic truy hoi sau

flm,n) =h(mn)+L-gim—1,n)+C-f(m—1,n)
gm,n) =h(mn)+L-f(m—1,n)+C-g(m—1,n)

Do do
f(m,n) —g(m,n)=(L—C)(g(m—1,n) —f(m—1,n))

=gm—1,n)—f(m—1,n)

Lap lai qua trinh nay dén khi sé hang va sbé cot nhé nhat co thé, tuc la
m=n=2, taco

f(m,n) —g(m,n) = (—1)™"*(£(2,2) — g(2,2)) .

bém truc tiép, ta thay co f(2,2) = 3,g(2,2) = 4 nén suy ra f(m,n)—g(m,n) =
(—1)™ ™3, Tir d6 ta thay rang sb luong ctia hai loai bang khoéng vudt qua
1 va c6 thé sip xép cac bang theo thi tu chin, 1é€ dan xen d€ dugc diéu
kién dé bai.

Ta cung co6 dpcm. ]

Nhan xét. C6 thé néi day la mot bai té hgp dai nhat trong lich st cac ky
thi VMO. Cach day dung 10 nam, trong dé VMO 2005 bang A c6 mot bai
lién quan dén dinh ly Turan ma trén tap chi THTT da tiing nhan xét: "Pay
la mét bai toan roi rac, khong phai khé song hau hét hoc sinh déu bé tay!
Tai sao vay? C6 lé van dé la tam ly. Trude hét khi doc dé ra hoc sinh thay
choang ngop béi cac khai niém dua ra trong bai toan va cac méi quan hé
logic gitta chiing, néu thoang qua thi chua thé hiéu dudc ngay.” Trong bai
toan nay, nhan xét trén duosng nhu van phu hgp.

Va no6 cung véi bai 5 trong dé VMO 2009 1a cac bai toan dang dém bang
hai cach, mé hinh héa thanh bang c6 thé néi la kho nhat trong nhiéu
nam tré lai day.

Bai toan nay dat cudi dé thi, c6 do dai va sé6 diém nhu thé khién nhiéu
thi sinh da bdé cudc ngay tit buéc doc dé. Ky thuc, bai toan cing khong
dén noéi qua kho hiéu va co 1€ tac gia da rat cb ging trong viéc dién dat dé
bai mot cach rd rang nhat c6 thé. Tuy nhién, trong dé bai c6 gia thiét méi
doi nam — nit chi hat véi nhau khoéng qud mét bai va méi hoc sinh déu ducdc
hat it nhat mét bai da khién nhiéu thi sinh hoang mang va khong hiéu la
thong tin nay mo t4 cho mét chuong trinh hay la ca ky lién hoan nay. Néu
mo t& cho chuong trinh thi ¢6 vé hai réi ram va lung tung, méi hoc sinh
c6 thé 1én dién nhiéu lan trong mot chuong trinh va cac tiét muc c6 thé
dugc lap di lap lai trong nhiéu chuong trinh khac nhau. Nhung ky thuc,
no lai chinh 1a y muén ctia dé bai.

DE€ tién hanh xt1 ly bai toan, ta can phai tim cach moé hinh héa né thanh
dang thich hgp, trong d6, moi rang budc déu cé thé biéu dién duge. O
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day, viéc 1ap thanh bang nhi phan cho moét chuong trinh cu thé nhu trén
c6 1€ 1a lua chon sang stia, don gian nhat. Cach nay cung quen thudc véi
hau hét cac hoc sinh vi bai toan vé t6 mau bang, dién sb trén bang cang
tuong déi quen thuoc (it nhat 1a trong dé kiém tra ctia Vién Toan trong
thang 12 vita qua cang c6 mot bai nhu thé).

Bén canh lua chon do, ta cing c6 thé dung cac cach tiép can khac nhu:

e Dung bipartite graph hay con goi la d6 thi ludng phan, doé thi 2 phe
roi thao tac trén cac dinh va canh.

e Dung cach chia thanh cac b (nam, nit, chuong trinh) rdi dém bang
2 cach va tinh téng, hoac cach néi khac la xét ham sof(a,b,c) : (A x
B x C) — {0,1} v6i A, B, C lan lugt 1a tap hdp nit, nam va cac chuong
trinh.

Suy cho cung, cac cach nay cung la song anh, chuyén déi cach tiép can
nhung ban chat van thé: bang tét chinh la moét ma tran canh ké ctia do
thi va né cting chinh 1a téng hgp cac gia tri ma ham & trén nhan dugc véi
cung mot gia tri c € C.

Mot nhan xét co ban nhung mang tinh quyét dinh trong ca 2 y a va b ctia
bai toan la: Trong cac tap hgp con ctia mot tap hgp cé6 n > 1 phan t, sb
tap hop con co6 1€ phan tt bang sb tap hgp con c¢6 chan phan tit va cung
bang 2"!. Y nay c6 thé giai quyét dé dang bang song anh hodc dém truc
tiép va dung nhi thic Newton.

So sanh v6i cac bai toan trong nhitng nam gan day, cé thé coi day la bai
toan ma phan a ho trg rat tot cho phan b véi viéc chia mot "truong hop
16n" thanh hai truong hgp nhé. Phan a vira ¢6 tac dung ggi y, vita dong
gop mot phan vao 1ap luan ctia phan b. Cai khé ctia bai toan nay co 1€ 6
ch6 st dung y tudng truy hoi quy nap, va di dén cung.

Chung ta sé dat ra cau héi sau day mot cach tu nhién: “Co tat ca bao
nhiéu chuong trinh trong lién hoan van nghé?”. bay 1a mot bai toan khong
dé va khong cho ra két qua dang tudng minh nhung c6 thé da c6 thi sinh
nao dé ma trong bai thi ctia minh, da c¢6 gang dém s6 lugng nay.

Ta c6 thé giai quyét biang nguyén ly bu trir nhu sau (ta van xét bang c6 m
hang va n cot): Ta goi mot bang ma moéi hang déu co6 it nhat mot sé 1 1a
bang “tot theo hang”, goi tap hgp cac bang nay la P. Goi A 1a tap hogp cac
bang tot theo hang nhung lai c6 mot cot nao dé khong c6 sb6 1 nao, A; la
tap hop cac bang tot theo hang nhung cot tha 1 lai khong c6 s6 1 nao. Ta
thay

A:A1UA2UA3UUAn

RO rang s6 bang tét can tim chinh 1a |P| — |A|. Truéc hét, ta tinh s6 bang
tot theo hang.

42



Chu y rang méi 6 ¢6 hai cach dién l1a 0 hoac 1 nén hang c6 n 6 sé co 2"
cach, tuy nhién, loai trir truong hgp tat ca cac 6 déu 1a 0 ra thi cé 2™ — 1
cach. Cac hang khac cung tuong tu thé nén c6 téng cong (2™ — 1)™ bang
t6t theo hang hay |P| = (2™ —1)™. Do céc cot binh dang v6i nhau nén ta
c6 thé dém dai dién mot trusng hop nao dé dé suy ra cac trusng hgp con
lai. Gia st ¢6 k cot nao do trong cac cot 1,2,3, ..., n 1a khong chia sé 1 nao
v6i 1 < k < n. Trén méi hang sé con lai n — k 6 dé dién vao cac s6 0 hoic 1
sao cho c¢6 it nhat mot s6 1 (do k 6 thudc cac cot kia déu dude dién sb 0),
s6 cach dién cho méi hang la 2" % — 1 va cho ca bang la (2n* —1)™.

T do, theo nguyén ly bu tru, ta co
A=A UALUA3U..UA,| = i Ck(—D*(m Tk —1)™
k=1
Do d6, ta dudc s6 bang toét can tim la
2~ —1)™ i Cr(—D*em T —1)" = i Cx(—n*e~F-1"
k=1 k=0

V6i tinh binh dang cia m, n, ta cling suy ra dudc dang thtc sau

i Cx(—D (e —-1)" = i Ch(=1*(2™*—1)".
k=0 k=0

Trén bang nhi phan m x n, ta con c6 thé dat ra nhiéu cau héi tuong tu
nhu:

Bai 1.(Columbia Olympiad) C6 bao nhiéu bang nhi phan m x n sao cho
trong mo6i hinh vuong con 2 x 2 ctia bang thi sé cac sé 0 bang sb6 cac s6 1?
bap s6 la: 2™ + 2™ — 2.

Bai 2.(Pé kiém tra cua Vién Toan 2014) C6 bao nhiéu bang nhi phan
m x n ma méi hang va méi cot déu co6 sb chan sb 1? Pap s6 la: 2(m-1xn-1),

Bai 3.(AIME 2007) C6 bao nhiéu bang nhi phan 6 x 4 sao cho c6 dung 12
s0 1 va mbi hang c6 dung 2 sb 1 va méi cot c6 dung 4 sb 1? Dap so6 la: 1860.

Cubi cung, nhan xét chung vé bai toan nay, ta thiy phat biéu ctia né con
hoi khién cudng dan dén bai toan cong kénh, nang neé. C6 1é xuat phat
tir mot két qua nghién cttu cti nao do, tac gid da chuyén déi tir ngon ngi
Toan hoc sang mot tinh hudng thuc té trong dsi song. Nhung do phai dam
bao nhiéu quan hé noi tai trong van dé goc nén cudi cung, tinh hudng dé
lai phan tac dung tré nén ric réi, thiéu tu nhién. C6 1€ néu phat biéu
thanh dang bang hoac dang do6 thi nhu da phan tich 6 trén thi c6 nhiéu
hoc sinh sé nam bat tét y tuéng hon va sé manh dan tiép can hon, nhiéu
khi kiém tra nang luc, kha nang tu duy cta hoc sinh thi cang chi can &
muc do nhu thé ma théi.
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